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Prehled znaceni

Pfedmluva

Skripta Matematika pro informatiky | jsou uréena predevsim pro studenty informaticky zamérenych
obor(. Cilem je podat zjednodusenou formou prehled zakladnich matematickych témat, kterad nachazi
uplatnéni v oblasti informacnich technologii, zejména v oblasti Sifrovani a kédovani. Na tato skripta
navazuji skripta Matematika pro informatiky Il obsahujici vybrana témata z teorie kédovani, komprese
a kryptologie.
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1. Matematické zaklady

Mezi zakladni pojmy, které budeme pouzivat (ale nebudeme je zcela exaktné definovat), patii
neusporadand, resp. usporadana n-tice. Neuspordadanou n-tici rozumime libovolnou mnozinu
obsahujici pravé n prvki (tj. nezaleZi na poradi, ve kterém jsou prvky uvedeny). Neuspofadanou n-tici
budeme znaéit {a;;,..,a;}. V pFipadé uspofadané n-tice zaleZi na poradi, ve kterém jsou prvky
uvedeny a budeme ji znadit (a;q, .., Qjn)-

1. 1. Kartézsky soucin, relace, zobrazeni

Definice - kartézsky soucin

Necht A, B jsou neprazdné mnoziny. Kartézsky souéin mnozin A, B budeme znacit A X B a definujeme

ho jako mnozinu vsech usporadanych dvojic (a, b), kde a € A, b € B, tj.
AXB={(ab)|la€AbeB}

Poznamky
Je-liA # B, potom A X B # B X A, tj. kartézsky soucin neni komutativni.
Jsou-li A, B kone¢né mnoziny, potom plati |[A X B| = |4] - |B]|.
V pfipadé, kdy A = B, pouzivdme misto zapisu A X A obvykle zapis A> a mluvime o druhé kartézské
mocniné mnoziny A.

Definice — (binarni) relace
Necht je A # @ mnoZina. Bindrni relaci na mnoZiné A rozumime libovolnou podmnozinu A?.

Poznamky
Binarni relace budeme znacit pismeny R, S, T apod. Dale je dobré si uvédomit, Ze binarni relaci
tvofi usporadané dvojice prvki (které jsou v relaci). Skute¢nost, Ze uspofadana dvojice (a, b) patfi
do relace R budeme (v zavislosti na kontextu) zapisovat (a, b) € R, resp. aRb. Druhy zplsob zapisu
je béZné pouzivan u nékterych znamych relaci. PiSeme napf. a = b,a < b,A € B, misto méné
obvyklého (a,b) €=, (a,b) €<, (4,B) €C.
Relaci na konec¢né mnoziné lze zadat vycétem vsech jejich prvk{ nebo pomoci matice sousednosti,
resp. pomoci orientovaného grafu.
Je-li R relace na kone¢né mnoziné A = {ay, ..., a,}, ti. R S A%, potom matice sousednosti
My = (mij)?,_ relace R je definovana nasledovné: m;; = {1' (ai'aj) € R.
J=1 0, (ai, aj) &R
Pro nasledujici specialni relace se vZilo oznaceni:
I, = Ap={(a,a)|a € A} ... tvz. diagondlni relace na A (diagondla A), resp. identita na A,
A? ... tzv. Uplna relace na A.
Jsou-liR € AX B,S € B X relace, potom symbolem R o S oznacujeme relaci
{(a,c)|I3b€e B (a,b) €R A (b,c) €S},
kterou nazyvame sloZeni relaci R a S (v tomto poradi). Ztejmé Ro S € A X C.
Je-liR € A x B, potom symbolem R~ oznacujeme inverzni relaci k relaci R definovanou vztahem
R™1 ={(b,a)|(a,b) € R}. ZtejméplatiRoR™1 S I,,R" 1o R C Ip.
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Definice — vlastnosti relaci

Necht R je relace na mnoziné A. Rekneme, 7e R je:

a) reflexivni relace na 4, jestlize Va € A (a,a) € R,

b) symetricka relace na A, jestlize Va,b € A (a,b) €R - (b,a) ER,

c) antisymetricka relace na 4, jestlize Va,b € A (a,b) € RA(b,a) ER > a = b,
d) tranzitivni relace na A4, jestlize Va,b,c € A (a,b) e RA(b,c) ER - (a,c) ER.
e) trichotomicka relace na 4, jestlize Va,b € A (a,b) € RV (b,a) ERVa=b.

Poznamky

Je-li R relace na mnoziné A, potom snadno nahlédneme, Ze plati:

a) R je reflexivni na A pravé kdyz I, € R; b) R je symetrickd na A pravé kdyz R™1 =R; c) R je
antisymetricka na A pravé kdyZz R N R™1 € I,; d) R je tranzitivni na A pravé kdyZ R o R € R.

V nasledujici tabulce je uveden prehled vlastnosti zakladnich, obecné znamych relaci.

mnoZzina relace reflexivni | symetrickd | antisym. | tranzitivni

A # @ (neprazdna mnozina) = ano ano ano ano

A # @ (neprazdna mnozina) * ne ano ne ne

R (redlna cisla) < ano ne ano ano

R (redlna cisla) < ne ne ano ano

Z (cela cisla) =m ano ano ne ano
(kongruence mod m)

N7 (kladnd pfirozena ¢&isla) Y1 bla ano ne ano ano
(b déli a beze zbytku)

libovolny systém mnoZzin c ano ne ano ano

libovolny systém mnoZin c ne ne ano ano

V dalsi ¢asti vyuZijeme nasledujici dva zakladni typy relaci - relaci ekvivalence a relaci usporadani.

Definice - relace ekvivalence
Necht R je relace na A. Rekneme, Ze R je ekvivalence na 4, jestlize je reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Poznamky
Je-li R ekvivalence na A # @, potom symbolem [a] oznalujeme tfidu ekvivalence uréenou
reprezentantem a € A, kterd je definovana vztahem [a] = {b|(a, b) € R} a tvofi ji tedy viechny
prvky ekvivalentni s a.
Systém neprazdnych podmnozin By, ..., B, mnoZiny A # @ definuje rozklad mnoZiny 4, jestlize:

a)Vi#j B;NB; = @ (tzv. disjunktnost po dvou), b)B; U ..UB, =A.

Mnoziny By, ..., By nazyvame tfidy rozkladu.
Kazda ekvivalence na mnoZziné definuje jeji rozklad a obracené. Tridy ekvivalence odpovidaji tfidam
rozkladu.
UvaZzujme relaci =, definovanou na mnoZiné celych Cisel Z vztahem m =, n pravé kdyz obé &isla
davaiji pfi déleni ¢islem 2 stejny zbytek. Snadno se presvédc¢ime, Ze uvaZzovana relace je ekvivalence
na Z, ktera ma dvé tridy ekvivalence - jednu tvofi celd ¢isla davajici zbytek 0, tj. suda cisla a druhou
tvofi Cisla davajici zbytek 1, tj. Cisla licha.
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Definice — relace uspofadani, poset

Necht R je relace na A. Rekneme, e R je relace (¢asteéného) usporadani na A4, jestlize je reflexivni,
antisymetricka a tranzitivni. Uspofadanou dvojici (4, R) nazyvame (¢asteéné) uspofadanou mnoZinou,
resp. posetem (partially ordered set).

Poznamky
Je dobré si uvédomit, Ze v relaci uspofadani nemusi byt kazdé dva prvky , porovnatelné” (tj. relace
usporadani neni obecné trichotomicka). Viz niZze uvedena relace byti délitelem.
Dulezitym pfikladem uspofadané mnoziny je (NT,| ), kde | oznaduje relaci , byti délitelem”.
Nejznaméjsi relaci usporadani realnych (resp. racionalnich, celych, pfirozenych) Cisel je patrné
relace pfirozeného usporadani, kterou oznacujeme <. V obecném ptipadé budeme pro relaci
usporadani pouzivat symbol <.

Definice - pfedchlidce, naslednik, minimalni, nejmensi, maximalni, nejvétsi prvek
Necht (4, <) je poset. Rekneme, Ze:
Prvek a € A je predchldce prvku b € A (resp. b je naslednik prvku a), jestlize
(ag<b)A(a#b) A ((a%c%b) —>(c=a)v(c=b)).
Prvek a € A je minimalni prvek 4, jestlize (Vb € A) (b<a - b = a).
Prvek a € A je nejmensi prvek A, jestlize (Vb € A) (a < b).
Prvek a € A je maximalni prvek 4, jestlize (Vb € A) (a< b - b =a).
Prvek a € A je nejvétsi prvek 4, jestlize (Vb € A)(b < a).

<
<

Poznamky
Pokud existuje nejmensi/nejvétsi prvek dané mnoziny, je uréen jednoznacné a jde zarover o
minimalni/maximalni prvek.
Ke grafickému znazornéni usporadanych mnozin lze uZit Hasselv diagram. Jde o graf, jehoz
mnoZinu uzll tvofi prvky mnoZiny A a hrany spojuji pouze predchldce a nasledniky. Pri kresleni je
tfeba dodrZet pravidlo - je-li a predchlidce b, potom a nakreslime niZe nez b.

4 6
Priklad
Nakreslete Hassellv diagram nasledujicich uspofadanych mnozin a rozhodnéte o
existenci minimalnich, maximalnich prvkl, nejvétsiho a nejmensiho prvku. 2 >
Usporadana mnozina (4, | ), kde A = {1,2,3,4,5,6} a | je relace , byti délitelem”.
Z Hasseova diagramu snadno zjistime, Ze: 1
1 je nejmensi prvek a tedy i jediny minimalni prvek,
4, 5, 6 jsou maximalni prvky a tedy neexistuje nejvétsi prvek. {a,b,c}
Uspotradana mnozina (P(4), ), kde P(A) je potenéni mnozina mnoziny
A ={a, b, c} aC je relace byti podmnoZinou. {a,b} {b,c} {a,c}

Z Hasseova diagramu snadno zjistime, Zze @ je nejmensi prvek a tedy i jediny
minimalni prvek, mnoZina A = {a, b, c} je nejvétsi a tedy i jediny maximalni |><><]

prvek. {a} {b} {c}

%)
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Definice — linedrné usporadana mnozina
Necht < je relace uspofadani na A takova, Zze Va, b € A plati (a < b) vV (b < a), tj. libovolné dva prvky

jsou porovnatelné. Potom fekneme, 7e < je linearni uspofadani na A. Uspofadanou dvojici (4, <)
nazyvame linedrné usporadanou mnoZzinou.

Poznamky
Alternativné se misto pojmu linedrni pouzivad také oznaceni Uplné (Uplné usporadani, uplné
usporadana mnozina).
Na usporadané mnoziné se déle zavadi pojem retézec. Je definovan jako podmnoZina posetu, ktera
je linearné usporadana.
Napt. ve vyse uvedeném prikladl se nejedna o linearné usporadané mnoziny. Oviem mnoZiny
{1,2,6}, resp. {3,6} jsou vzhledem k relaci byti délitelem Fetézce, stejné jako mnoZiny {{b}, {b, c}},
resp. {@, {a},{a,c},{a,b, c}} jsou Fetézce vzhledem k inkluzi.
Vyznamnym ptikladem linearniho uspofadani je nasledujici tzv. lexikografické usporadani, které
odpovida usporadani slov ve slovnicich.

Definice — lexikografické usporadani
Ozna¢me (4, <) linearné usporadanou mnozinu (A4 je tzv. abeceda), A* mnozinu vSech koneénych slov
nad A (slovo = posloupnost znak( z 4). Potom na A* definujeme relaci lexikografického usporadani <,
nasledovné: x <;, ¥, kde x = x1 ...X,, ¥ = Y1 ... Vi jestlize bud’

[3k (x, <y )] A [Vie{l,..,k—1} (x; = y;)], nebo [n <m] A [Vie{],..,n}(x;=y)]
(zépis xj, < yi je zkratkou za (x; < yi) A (X # Vi)

Na zavér casti tykajici se relaci se jesté velmi stru¢né zminime o tzv. dobrém usporadani, které hraje
v matematice zcela zasadni roli.

Definice - dobré usporadani
Necht (4,<) je poset, jehoz kaidd neprazdna podmnozina méa nejmensi prvek. Potom relaci <
nazyvame dobré usporadani a (4, <) nazyvame dobte uspofadanou mnoZzinou.

Poznamky
Snadno nahlédneme, Ze kazdé dobré usporadani je linedrni uspofadani (fadné zdlvodnéte).
Obracené tvrzeni zfejmé obecné neplati a jako protipfiklad lze uvést poset (Z, <), jehoz
podmnoZina 2Z = {n € Z|3k € Z n = 2k} nemda nejmensi prvek. Na druhé strané je snadné
nahlédnout, Ze poset (N, <) dobfe usporadany je.
Kazda konecna linearné usporadana mnozina je dobre usporadana.

Definice — zobrazeni
Necht @ # f € A X B. JestliZe pro kazdé a € A existuje nejvyse jedno b € B tak, ze (a, b) € f, potom
relaci f nazyvame zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B.

Poznamky
Skutecnost, Ze f je zobrazeni A do B vyjadfujeme obvykle zapisem f: A — B a misto z4pisu
(a, b) € f pouzivame zapis b = f(a). Prvek a nazyvame vzor, b nazyvame obraz vzoru a v
zobrazeni f. Dale definujeme:
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D(f)={a€Al3beBb=f(a)}C A .. defini¢ni obor zobrazeni f (znatime také Dy),
Im(f)={b€eB|Fa€eAb=f(a)} S B ... obor hodnot zobrazeni f, resp. obraz A v
zobrazeni f (znacime také f(A)).
Necht f: A — B je zobrazeni. Rekneme, 7e f je:
a) Prosté (injektivni) zobrazeni, jestlize
(Vay,a; € A) (ar # ap ~ f(a)) # f(a2)).
b) Zobrazeni na mnozinu B (surjektivni), jestlize Im(f) = B, t;.
(vb€eB3a€A) (b = f(a)).

1-1
c) Vzajemné jednoznacné (bijektivni) zobrazeni, jestlize je prosté a na B. PiSeme f: A — B.

Necht f: A — B je prosté zobrazeni. Zobrazeni f71: B —» A definované vztahem
(Vva€ A vbeB)(a=f"1(b)) o (b=7f(a)
nazveme inverzni zobrazeni k zobrazeni f.

Necht f: A — A je vzajemné jednoznacné zobrazeni takové, ze (Va € A) (a = f(f(a))), potom

f nazyvame involuci. Involuce je tedy vzajemné jednoznacné zobrazeni, které je inverzni samo
k sobé. Jako pfiklad Ize uvést zobrazeni f: Z — Z definované vztahem f(x) = —x.

Poznamky
V pfipadé zobrazeni mezi ¢iselnymi mnoZinami se ¢astéji mluvi o funkci, a v pfipadé, kdy je oborem
hodnot Ciselnd mnoZina mluvime o funkcionalu.
Funkci, jejiz definiéni obor je mnoZina pfirozenych Cisel N nazyvame posloupnost. V pfipadé, kdy
oborem hodnot je podmnoZina realnych Cisel R, resp. komplexnich ¢isel C, mluvime o realné, resp.
komplexni posloupnosti. Posloupnost budeme zapisovat {a, }y=o, resp. (a,)n=o, kde a,, oznaluje
n-ty ¢len (prvek) posloupnosti. Cleny posloupnosti budeme obvykle ¢&islovat od 0.

Nyni se kratce seznamime s nékolika tfidami funkci, které hraji dalezZitou roli v kryptografii.

Definice — jednosmérna funkce

Rekneme, 7e funkce f: A — B je jednosmérna funkce, jestlize pro libovolné x € D(f) je vypoletné
jednoduché urcit f(x) a soucasné pro skoro vsechny obrazy y € Im(f) je vypocetné sloZité urcit
jakékolivx € D(f) takové, ze y = f(x).

Poznamky

Zakladni idea jednosmérnych funkci spociva v tom, Ze je zasadni kvalitativni rozdil ve vypocetni
sloZitosti vypoctu funkéni hodnoty f(x) pro zadané x a urenim hodnoty x ze zadané funkéni
hodnoty f(x), tj. vypoctem inverzni funkce. V tomto duchu je tfeba rozumét pojmim ,vypocetné
jednoduché” a ,vypocetné sloZité” pouzitym v definici.

Fraze ,,skoro vsechny” Ize chapat tak, Zze pro nahodné zvolené y € Im(f) je vypocetné slozité urcit
pfislusny vzor x. Nicméné mohou existovat jisté funkéni hodnoty y € Im(f), pro které to snadné
je (na rozdil od realnych situaci, budeme v prikladech pouzivat mala Cisla a z tohoto dlivodu bude
mozné pouzit pro urCeni vzoru na zakladé funkéni hodnoty metodu hrubé sily, tj. prohledat Dy).

Priklad

Na mnoziné Z{ = {1,2, ...,18} definujeme funkci f nasledovné f:x € Zi5 — (3* mod 19), tj. f(x)
je zbytek po vydéleni &isla 3% &islem 19. Tuto funkci lze oznadit jako jednosmérnou, nebot je vypocetné
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snadné pro libovolné x uréit funkéni hodnotu f(x). Naopak je obtizné z hodnoty f(x) uréit vzor x
(v podstaté nezbyva nic jiného, neZ postupné pocitat pro hodnoty x € Z74 funkéni hodnoty a pouze
diky malému rozsahu defini¢niho oboru to neni problém).

X 1,2|3|(4|5|6|7|8]9(10(11|12|13|14|15|16|17 |18
fx)| 3198|5157 |2 |6 (1816|1011 (14| 4 |12|17|13| 1

Definice — jednosmérna funkce se zadnimi vratky

Rekneme, 7e funkce f:A — B je jednosmérna funkce se zadnimi vrétky, jestlie ma vlastnosti
jednosmérné funkce s tim, Ze pokud disponujeme jistou dodatecnou informaci (tzv. zadnimi vratky),
ktera neni nutna pro vypocet f (x), potom se stavd vypocetné snadné urcit z hodnoty f(x) vzor x.

Ptiklad

Uvazujme mnoZinu 4 = {1,2,...,n — 1}, kde n = 2 624 653 723 a funkci definovanou na A vztahem
f(x) = (x® mod n), kde 7 je zbytek po déleni &isla x3 &islem n. Jde o jednosmérnou funkci, nebot je
pomérné snadné urcit hodnotu f(x) pro libovolné x. Napi. spocteme, Ze f(3 489 935) =
839913 692, nebot 3 489 9353 = 16 194 964 521 -n + 839 913 692. Nicméné, je velmi obtizné
pro zadané f(x) urcit odpovidajici vzor x. V tomto pfipadé ale existuji algoritmy, které umoznuji
vypocetné snadno vzor urcit, pokud disponujeme kanonickym rozkladem cisla n. V redlnych situacich
je cislo n soucinem dvou prvocisel majicich radové sto cifer a proto je urceni kanonického rozkladu
Cisla n vypocetné velmi obtizné.

Poznamka

Otazka existence skutecné jednosmérné funkce (tj. odpovidajici exaktné definovanym pojmim
vypocetné snadné, resp. vypocetné slozité) neni dosud vyfeSena. Existuje vSak celd fada funkci, které
na oznaceni jednosmérna funkce aspiruji (a se kterymi se jesté podrobnéji seznamime).

Definice — hash funkce
Hash funkci nazyvdme zobrazeni h: {0,1}* — {0,1}", které bitovému fetézci libovolné koneéné délky
pfifadi bitovy tetézec pevné délky n nazyvany hash hodnota, resp. jenom hash. V pfipadé
kryptografickych aplikaci se obvykle dale poZzaduje:
i) Pro libovolné x € {0,1}* je vypoc&etné snadné uréit hash hodnotu h(x).
ii) Pro libovolné y € {0,1}" je vypocletné slozité nalézt x € {0,1}" tak, Zze h(x) = y.
i) Pro dané x € {0,1}" je vypocetné sloZité urcit x € {0,1}" tak, ze (x # X) A (h(x) = h(f)). (tzv.
slaba kolizni rezistence)
iii‘) Je vypocletné sloZité nalézt x, x € {0,1}" tak, ze (x # %) A (h(x) = h(f)). (tzv. silna kolizni
rezistence)

Matematika pro informatiky | doc. RNDr. Miroslav Koucky, CSc.



1.2. Zaklady teorie délitelnosti

Zakladnim Ciselnym oborem, se kterym budeme v této kapitole pracovat, jsou celd Cisla Z, resp.
pfirozend &isla N nebo N*. Celd &isla jsou uzaviend vzhledem k operaci s¢itani, odéitani a nasobeni (tj.
soucet, rozdil i soucin celych Cisel je opét celé Cislo) a tvofi algebraickou strukturu oznacovanou jako
eukleidovsky obor integrity. Vzhledem k operaci déleni vsak cela cisla uzaviena nejsou. Obsahem této
kapitoly budou pravé vlastnosti celych &isel vzhledem k operaci déleni. Hlavni vysledky, které se
dotykaji problematiky délitelnosti, prvocisel a kongruenci, maji zasadni vyznam, napf. v kryptologii,
kdédovani, stochastickém modelovani apod.

Definice - délitelnost

Rekneme, Ze nenulové celé ¢islo b déli celé &islo a, piseme b|a, jestlize
Qqez)(a=b-q).

V opacném pripadé piSeme b { a a fikdme, Ze b nedéli a.

Poznamky
Jestlize b|a, fikame také, Ze a je délitelné b. V tomto pfipadé Cislo g nazyvame podilem, a
nasobkem b a b délitelem a.
Délitele b nazveme vlastnim délitelem a, pokud |a| # |b| A |b| # 1. Délitele, ktery neni vlastni,
nazyvame nevlastnim délitelem. Naptiklad 3 je vlastnim délitelem 6, kdezto 1, -1, 6 a -6 jsou
nevlastni délitele 6.
Snadno nahlédneme, Ze plati
(bla) — (=bla) A (=bl|—a) A (b|-a)
a proto se bez Ujmy na obecnosti omezime v dalsi ¢asti skript pouze na kladné délitele!

Tvrzeni
Vyse definovana relace délitelnosti | ma nasledujici vlastnosti:
a) VaeZ 1la b) Va € Z — {0} al0
c) VaeZ—-{0} ala d) va,b € Z (bla) A(alb) » (a=b)V (a=-b)
e) Va,b,c € Z (c|b) A(bla) —» cla f) Va,b,c €Z (bla) - blac
g) Va,b,ceZ (a+b=c)A(d|la)A(d|c) — d|b
Dukaz - cvieni pro Ctenare.

Poznamky
Vlastnost c) je reflexivita a e) tranzitivita relace délitelnosti. Pokud bychom v predchozim tvrzeni
nahradili &iselny obor Z oborem kladnych pfirozenych ¢&isel N*, dostali bychom misto d) vlastnost
d’)

Va,b € Nt (bla) A (alb) - (a =b),

tj. antisymetrii. Je tedy zfejmé, Ze voboru N % je relace délitelnosti (¢asteénym) uspofadanim, které
vsak neni linearni (libovolna dvojice pfirozenych ¢isel a, b nemusi byt v relaci, tj. nemusi platit a|b
ani bla).
Vlastnost g) predchazejici véty lze zobecnit nasledujicim zptsobem:
Je-li zndmo, Ze &islo d déli viechny ¢&leny rovnosti Yi—,; a; = Z}”zl b;j kromé jediného, nutné déli i
zbyvaijici ¢len. Alternativné pak plati:
Jestlize Vi = 1,...,n plati b|a;, potom pro libovolnd x; € Z (i = 1,...,n) plati b| Q1 a;x;).
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Pro dalsi uvahy ma zdsadni vyznam ndsledujici tvrzeni, oznacované jako véta o déleni se zbytkem.

Tvrzeni - déleni se zbytkem
Nechta € Z,b € NT. Potom existuje jediné q,r € Z takové, Ze

a=b-q+r,kde0<r<b.
Dikaz.
Definujme q jako nejvétsi celé Cislo prokteré b - q < a acislor vztahemr = a — b - q. Obé Cisla zfejmé
existuji a zbyva proto ukazat jejich jednoznacnost. Ozname q4, 1y, g, 7> libovolna cela Cisla, takova, Ze
a=b-qu+1n,05rp<baa=b-q, +1,0 <1, <b.Bez Ujmy na obecnosti Ize pfedpokladat, Ze
0<1r,<mr,tedy b-(q, —qz) + (ry — 1) = 0. Jelikoz b|0 a b|b-(q; — q,) plati b|(r; — 1), coZ
vzhledem k vlastnosti 0 < 1y — r, < b nutné vede kr; = 1, a odtud q; = q5.

Poznamenejme, Ze pro &isla a, b, q, r z véty o déleni se zbytkem se béZné pouZiva terminologie:
a ... délenec, b ... délitel, q ... nelplny podil, r ... zbytek.

Priklad

Zfejmé plati: a=128 b=23 128=23-5+13,tj.q=5,r=13,
a=-128 b=23 -128 =23-(-6) + 10, tj.q = -6, r =10,
a=19 b =54 19=54-0+19,t.q=0,r=19,
a=-19 b =54 -19 =54-(-1) + 35,t.q =0, r=35,
a=108 b=36 108=363+0,tj.q=3,r=0,
a=0 b=29 0=29-0+0,t.q=0,r=0.

Poznamka
Véta o déleni se zbytkem nachdzi vyuZiti pti prevodech z desitkové soustavy do ostatnich cCiselnych
soustav. Pfipomefime, Ze v soustavé o zékladu b € N (obvykle alespori 2), vyjadfujeme pfirozena &isla
ve tvaru

To + 11b + 1,b% + -+ + 1y bE,
kder; € {0,1,...,b — 1}, k € N a pouzivdme zkraceny zépis (1 ...711y)p. V pFipadé dvojkové (binarni)
soustavy (b = 2), nazyvame jednotlivé cifry r; bity (ry nejméné vyznamny bit, 7, nejvyznamné;si bit).

Ptiklad

Prevedte Cislo 6 862 do Ciselné soustavy o zakladu a) 2, b) 13.

Regeni.

Hledané cifry ry, 11, ... 1y, ziskdme jako zbytky pFi opakovaném déleni daného &isla a ndsledné i ziskanych
podili zakladem b. V jednotlivych pfipadech tak dostavame:

ada) Zzaklad b = 2,r; € {0,1}. Postupnym délenim ¢islem 2 dostavame:

6862 = 2:3431 + 0 (1p), 3431=2-1715+1 (ry), 1715 =2-857 + 1 (1),
857 = 2428 + 1 (13), 428 =2214 +0 (1), 214 = 2-107 + 0 (r5),
107 = 2-53 + 1 (1), 53=226+1(ry), 26 =213 +0 (1),
13=2:6+1 (1), 6=2-3+0 (ry0), 3=2-1+1(ry4),

1=2:0+1 (), tj. 6 862 = (1101011001110),
adb) Zakladb = 13,1; € {0,1,...,9,4, B, C}. Postupnym délenim &islem 16 dostavame:

6862 = 13- 527 + 11 (1), 527=13-40+7 (ry), 40=13-3+1 (1),
3=13-0+3 (13), tedy 6 862 = (317B)u:.
10
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Poznamka

K vyjadreni Cisel v oblasti vypocetni techniky se pouZivaji rizné Ciselné formaty, jejichz velikost byva
nasobkem byt(, tj. osmi bitl. Napfiklad pomoci osmi bitl Ize ve dvojkové soustavé vyjadrit prfirozena
Cisla0,..., 255, pomoci 16 bitt ¢isla 0,..., 65 535 a 32 bitd 0,..., 4 294 967 295. Snadno zjistime, Ze pomoci
n bitll Ize ve dvojkové soustavé vyjadFit 2" pfirozenych &isel 0, ..., 2" — 1, kde u &isel 0, ..., 2" 1 — 1 je
nejvyznamnéj$i bit nastaven na 0 a u zbyvajicich &isel, tj. 271, ...,2" — 1 je nejvyznamnéjsi bit
nastaven na 1. Této skutecnosti se vyuZiva k vyjadieni zapornych &isel —1, ..., —2""1 ve tvaru tzv.
dvojkovych doplrika ¢isel 0, ..., 21 — 1 tak, e u zapornych &isel je nejvyznamnéjsi bit nastaven na 1.
V tomto pfipadé se pomoci n bitd vyjadiuji celd ¢isla z mnoziny {—2™"1,...,-1,0,1,...,2"" 1 — 1}.
Napfiklad, vyuZitim c¢tyf bitd lze zapsat cisla —8,...,—1,0,1,...7. Jejich vyjadieni je uvedeno
v nasledujici tabulce:

Nezdporné Vyjadreniv Vyjadreni ve tvaru Zaporné
¢islo dvojkové soustavé dvojkového doplriku ¢islo
7 0111 | 1000 -8
6 0110 | e 1001 -7
5 0101 | e 1010 -6
4 0100 | e 1011 -5
3 0011 | e 1100 -4
2 0010 | e 1101 -3
1 0001 | e 1110 -2
0 0000 | e 1111 -1

Format zaporného celého Cisla k, kde —2™ < k < —1 lze popsat nasledovné:

1) Vypocti ptirozené &islo k = 2™ — |k|.

2) PFirozené &islo k vyjadfi pomoci n bit ve dvojkové soustavé, tj. k = (0b,,_; ... b1 b),. (Jelikoz
0 < k < 2™ — 1, je nejvyznamnéjsi bit zfejmé nastaven na nulu, tj. b, = 0).

3) Hledané vyjadreni zaporného celého Cisla k pak dostadvame nastavenim nejvyznamnéjsiho bitu
na jednicku, tj. k = (1b,_1 ... b1b),.

1.2.1. Spolecny délitel, spolecny nasobek

Definice - spolecny délitel
Kladné pfirozené ¢islo d nazveme spoleénym délitelem celych &isel a, b jestlize d|a A d|b, tj. d déli
obé Cisla.

Zdaraznéme skutecnost, Ze v souladu s vySe uvedenou definici (a bez Gjmy na obecnosti) vysetfujeme
pouze kladné spolecné délitele.

Oznaéme d, , = {d € N¥| (d|a) A (d|b)}, kde alespori jedno z &isel a, b je nenulové, mnoZinu viech
spole¢nych déliteld. Zfejmé d, , # @ a shora omezena (Vd €dyp 1 <d < min{|al, |b|}), a tedy
mnozina d, , ma vzhledem k pfirozenému usporadani nejvétsi prvek. Tato skutecnost nas opraviiuje
k zavedeni pojmu nejvétsi spolecny délitel.
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Definice — nejvétsi spole¢ny délitel, nesoudélnost

Nejvétsim spoleénym délitelem cisel a,b € Z, kde alespon jedno z Cisel a, b je nenulové, nazveme
takového jejich spolecného délitele, ktery je ze vSech spolecnych délitelli nejvétsi. Oznacujeme ho
NSD(a, b). Rekneme, 7e ¢isla a, b € Z jsou nesoudélna, jestlize NSD(a, b) = 1.

Poznamka

VysSe uvadény pozadavek ,alespon jedno z Cisel a, b je nenulové” (vysvétlete divod zavedeni tohoto
poZadavku) budeme nahrazovat podminkou ab # 0, tj. obé Cisla jsou nenulova. Dlvod je zfejmy -
situace, kdy praveé jedno z Cisel a, b je nenulové je z hlediska vysSetfovani spole¢nych délitel( trividlni
(spolecni délitele splyvaji s déliteli nenulového &isla, tj.a # 0 - NSD(a,0) = a).

Tvrzeni
Pro libovolna Cisla a, b € Z,ab # 0 plati, ze NSD(a, b) existuje a je urten jednoznacné.
Dulkaz — viz argumentace pred definici.

Nyni pfirozené vznika otazka, jak NSD(a, b) nalézt. V zasadé mame nasledujici tfi mozZnosti:
Metoda hrubé sily — ,prohledani mnoZiny d, ;. (neefektivni metoda)
Vyufziti Eukleidova algoritmu, jehoz zakladem je véta o déleni se zbytkem. (efektivni metoda)
Vyuziti kanonickych rozklad( cisel a, b. Detaily viz odstavec vénovany prvocisliim. (neefektivni
metoda)

Eukleidlv algoritmus
Necht a € Z,b € N*. Postupnou aplikaci véty o déleni se zbytkem dostavame:

a=b-qg+r, 0<nr <b,
b=T1'ql+T2, 0<T‘2<T‘1,
T'1=T2'q2+r3, 0<T'3<T'2,
Th—2 = Th—1"qn-1 T T, 0<m <rpq,

Th-1 =T " qn

Poznamky
Pro libovolnd a € Z,b € Nt je Eukleiddv algoritmus kone&ny, nebot zbytky tvofi klesajici a shora
omezenou posloupnost pfirozenych ¢isel, tj. 0 < 15, < 17,1 < :» <1y < b. D4 se ukdzat (G. Lamé,
1795-1870), Ze pocet krok( (tj. pocet aplikaci véty o déleni se zbytkem) je roven nejvyse
pétinasobku poctu cifer mensiho z Cisel a, b.

Tvrzeni
Pro libovolna ¢islaa € Z,b € N* plati NSD(a, b) = ;.
(tj. NSD(a, b) je rovno poslednimu nenulovému zbytku v Eukleidové algoritmu aplikovanému na a, b)
Dukaz.
Vzhledem ke konecnosti Eukleidova algoritmu a vlastnostem spoleénych déliteld (pokud vime, Ze d déli
vSechny ¢leny v rovnosti, kromé jediného, potom déli i ten zbyvajici ¢len; dale ¢ast c) nasledujiciho
tvrzeni) dostavame

NSD(a,b) = NSD(b,1r;) = NSD(ry,15) = =+ = NSD(ry,_1, 1) = Ty
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Tvrzeni - zakladni vlastnosti NSD
Pro libovolna Cisla a, b € Z,ab + 0 plati:
a) NSD(a,b) = NSD(b,a),
b) NSD(a,b) = NSD(—a,b) = NSD(a,—b) = NSD(—a, —b),
c) (dla)A(d|b) <& d|NSD(a,b),
d) Vke Nt NSD(k-a,k-b) =k-NSD(a,b),

e) vdeN* (dla)A(dlb) » NsD(%/,,b/,) =NSP@b)/
f) NSD(a,b) =1 — NSD(a-c,b) = NSD(c,b).
Dukaz.
Casti a), b) - zfejmé.
ad c), d) Jednotlivé Fadky Eukleidova algoritmu vydélime d, resp. vyndsobime k € N*.
ad e) Vzhledem k pfedpokladu a jiz dokazané ¢asti d) dostavame

NSD(a,b) = NsD(4d/,,bd/ Y = a- Nsp(%/,4,b/,), 13 NP @ D)) = nsp(ay,,b/,)
(Uvédomte si, kde vyuzivame predpoklad, Ze d je spolenym délitelem cisel a, b.)

ad f) Staci ukazat, ze (NSD(a -¢,b)|NSD(c, b)) A (NSD(C, b)|NSD(a - c, b))
Ztejmé NSD(a-c,b)[NSD(a-c,b-c), tj. NSD(a-c, b)l(c . NSD(a,b)) a s ohledem na
NSD(a,b) = 1 dostavame NSD(a * ¢, b)|c, tedy NSD(a - ¢,b)|NSD(c, b).
Naopak, NSD(c, b)|c, tedy NSD(c,b)|a - c. Odtud NSD(c,b)|NSD(a - ¢, b).
Naopak, NSD(c,b)|c, tedy NSD(c,b)|a- c. odtud NSD(c, b)| NSD(a- ¢, b).

Poznamky
Z &asti b) plyne, Ze se mizeme pfi hledani NSD(a, b) omezit naobor N*,tj.a,b € N*.
Jako uzitecné dusledky predchoziho tvrzeni dostavame:
i) NSD(a,b) =1 A (bla-c) - b|c

i) NSD (a/NSD(a,b)'b/NSD(a, b)) =1, tedy kazdd a,b € Nt Ize psat ve tvaru
a=a, -NSD(a,b),b =b;-NSD(a,b),kde NSD(a,,b;) = 1.

Kromé vys$e uvedenych zpusobl vypoétd NSD(a,b), lze pouZit nasledujici tzv. dvojkovy NSD
algoritmus (efektivni metoda).

Dvojkovy NSD algoritmus
Pro libovolnd a,b € Nt Ize NSD(a, b) nalézt opakovanou aplikaci nasledujicich pravidel (dokazte!):

1) Jsou-lia, b suda, potom NSD(a,b) = 2 - NSD(a/Z , b/z).
2) Je-lia sudé, b liché, potom NSD(a, b) = NSD(a/Z , b).
3) Jsou-lia, b lichd, a < b, potom NSD(a,b) = NSD (a, b - a)/z)'

Algoritmus ukon¢ime v situaci, kdy a = b (zdivodnéte, Ze nastane!) a vyuzijeme NSD(a,a) = a.

Tvrzeni — Bézoutova rovnost
Pro libovolnd a,b € N* plati NSD(a, b) = mienz{ax + by > 0}.
x'y

Dilikaz.
Oznaéme xq, Yy € Z, pro kterd axg + by, = mieré{ax + by > 0} (zfejmé existuji, zdlvodnéte). Jako
x'y
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dukaz staci ukazat, Zze NSD(a,b)|(axy, + byy) A (axg+ byy)|NSD(a,b). Jelikoz NSD(a,b)|la A
NSD(a, b)|b, dostavame NSD(a, b)|(axy + by,).

Z véty o déleni se zbytkem plyne Vx,y € Z (axq + byy)|(ax + by) (dokazte jako cviceni), tedy
specidlné pro x =1,y = 0 dostdvame (ax, + byy)la a pro x =0,y =1 (ax, + by,)|b. Odtud
(axg + byy)|NSD(a, b).

Poznamka
Cisla xo, Vo € Z takovd, ze NSD(a,b) = ax, + by, lze nalézt pomoci Eukleidova algoritmu, resp.
pomoci fetézovych zlomku (viz dale).

P¥iklad
Proa = 583,b = 231 vyjadiete NSD(a, b) ve tvaru ax, + by,.
Regeni.
Aplikaci Eukleidova algoritmu dostavame:
583 =231-2+121(ry) 231 =121-1+110(ry)
121 =110-1+ 11 (r3) 110 =11-10
tedy NSD(583,231) = 11 (r3). Postupnym ,.zpétnym*“ vyjadienim zbytku r; dostavéme
r;=11=121-110-1=121-(231-121-1)-1=121-2-231 =
= (583 —231-2)-2—231=583-2+231-(-5),
tedy NSD(583,231) = 11 = 583 -2 + 231 (-5).

Pojem spolecny délitel a nejvétsi spolecny délitel dvou Cisel Ize rozsifit na vice Cisel nasledovné.

Definice - spolecny délitel, nejvétsi spolecny délitel cisel a4, ..., a,
Kladné pfirozené &islo d nazveme spole¢nym délitelem ¢&isel a4, ..., a, € Z — {0}, n = 2, jestlize
dla; A... A dl|ay, tj. d délikazdé z Cisel aq, ..., a,.
Nejvétsim spole¢nym délitelem ¢&isel a4, ..., a, € Z — {0} nazveme takového jejich spole¢ného
délitele, ktery je ze vSech jejich spoleCnych délitelli nejvétsi (existuje vidy a jediny). Znacime ho
NSD(a4, ..., ay).

Poznamky
Vypocet NSD(a,, ..., a,) prevadime na opakovany vypocet nejvétsiho spolecného délitele dvou
Cisel dle vztahu NSD(ay, ...,a,) = NSD(... NSD(NSD(a4,a,), as) ...,a,).
Plati Bézoutova rovnost, tj. NSD(ay,..,a,) = xmiérzl{Z?zl a;x; > 0} (dokazte!) a tedy

Y1, ..., Yn € Z takovd, ze NSD(ay, ..., ap) = D=y @i

V pfipadé n > 2 se kromé pojmu nesoudélnost (tj. NSD(ay, ...,a,) = 1) zavadi také pojem

nesoudélnost po dvou - fekneme, Ze ay, ..., a, € Z — {0},n > 2 jsou nesoudélna po dvou, jestlize
Vi#j NSD(a;a;) =1

Je zfejmé, Ze z nesoudélnosti po dvou vyplyva nesoudélnost a jak doklada nasledujici ukazka,

obrdacené tvrzeni neplati. Napr. trojice ¢isel 12, 15, 35 je nesoudélna, ale neni nesoudélna po dvou.

Priklad

Naleznéte nejvétsiho spolec¢ného délitele Cisel 1 694, 3 146, 858, 231.

Regeni.

Strukturu vypoctu lze znazornit nasledujicim schématem, jehoZ jednotlivé kroky vypoctu jsou
realizovany pomoci Eukleidova algoritmu:
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| 1694 | 3146 | 858 231

NSD(1694,3 146) ...

NSD(242,858) ...

NSD(22,231)

Tedy NSD(1 694,3 146,858,231) = 11.
Ke stejnému vysledku samozifejmé dospéjeme i v pfipadé nasledujiciho postupu:

| 1694 | 3146 | 858 | 23
N N
/

~

Bézoutova rovnost ma v tomto ptipadé tvar
NSD(1694,3 146,858,231) =1694-2 +3146-(—1) + 858 - (—21) + 231-77

1|

Nyni se zastavime u pojmU spole¢ny nasobek a nejmensi spolecny nasobek.

Definice - spolecny nasobek
Kladné pfirozené &islo D nazveme spoleénym nasobkem &isel a, b € Z — {0}, jestlize a|D A b|D,
tj. D je délitelné obéma Cisly.

Poznamka

Oznatme Dy, = {D € N*| (a|D) A (b|D)} mnoZinu viech spoleénych nasobku ¢isel a,b € Z — {0}.
D, je neprazdna (ab € Dy 1), zdola omezend (VD € D, ), max{lal,|b|} < D), a ma tedy vzhledem
k pfirozenému usporadani nejmensi prvek. Tato skutecnost nds opravnuje k zavedeni nasledujiciho
pojmu.

Definice — nejmensi spolecny nasobek
Nejmensim spoleénym nasobkem ¢&isel a, b € Z — {0} nazveme takovy jejich spoleény ndsobek, ktery
je ze vSech spoleénych nasobkl nejmensi. Oznadéujeme ho NSN(a, b).

Tvrzeni
Pro libovolné ¢isla a, b € Z — {0} plati, Ze NSN(a, b) existuje a je uréen jednoznacéné.
Dulkaz — viz poznamka pred definici.

Poznamky

Nyni vyfesSime otazku, jak nalézt NSN(a, b). V zasadé mame nasledujici tfi moznosti:
Metoda hrubé sily — ,prohledani“ mnoziny {max{|a|, |b|}, ..., a - b} (neefektivni metoda)
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Vyuziti kanonickych rozkladl Cisel a, b. Detaily viz odstavec vénovany prvocisldm. (neefektivni
metoda)

Vyuziti moznosti prevedeni vypoétu NSN(a,b) na vypotet NSD(a,b), tj. vyuZiti Eukleidova
algoritmu. (efektivni metoda)

Oznacéme D libovolny spole¢ny nasobek cisel a, b. Vzhledem k tomu, Ze Cisla a, b Ize psat ve tvaru a =
a, NSD(a,b),b = by - NSD(a,b), kde NSD(ay,b;) =1 a vzhledem k (a|D) A (b|D), dostdvdame

D =a, by NSD(a,b) n, kde n € N*, tedy D = ng'(l; 5 kde n € N*. Odtud pak dostavame
nasledujici vztah pro vypocet nejmensiho spole¢ného nasobku
ab
NSN(a,b) = NSD(aD)"

V pfipadé, kdy ¢isla a, b jsou nesoudélna, zfejmé plati NSN(a,b) = a - b.

Analogicky, jako v pripadé spolecného délitele a nejmensiho spole¢ného délitele, Ize rozsitit pojmy
spolecny nasobek a nejmensi spoleé¢ny nasobek na pripad vice nez dvou Cisel.

Definice - spole¢ny nasobek, nejmensi spolec¢ny nasobek cisel a4, ..., a,
Kladné pfirozené Cislo D nazveme spole¢nym nasobkem ¢&isel a4, ..., a,, € Z — {0},n = 2, jestlize
ai|D A ... A a,|D, tj. D je délitelné kazdym z Cisel ay, ..., ay.
Nejmens$im spole¢nym nasobkem Cisel ay,...,a, € Z — {0} nazveme takovy jejich spolecny
nasobek, ktery je ze viech jejich spoleénych nasobkl nejmensi (existuje vidy a jediny). Zna¢ime ho
NSN(ay, ..., ay).

Poznamky
Vypocet NSN(ay, ..., a,) prevadime na opakovany vypocet nejmensiho spoleéného nasobku dvou
Cisel dle vztahu NSN(ay, ..., a,) = NSN(... NSN(NSN (a4, a,), as) ..., a,).
Necht aq, ...,a, € Z — {0},n = 2. Potom plati
Vi qthSD(ai,aj) =1 - NSN(ay,..,ay) =a;*.." a.
Predpoklad nesoudélnosti po dvou nelze pron > 2 nahradit predpokladem nesoudélnosti.
POZOR! Nejmensi spolecny nasobek vice nez dvou cisel nelze obecné pocitat jako v pripadé dvou
Cisel, tj. jejich soucin déleny jejich nejvétsim spole¢nym délitelem. V pfipadé n = 3 plati vztah
ab-c-NSD(a,b,c)
NSD(a,b) - NSD(a,c) - NSD(b, ¢)

NSN(a,b,c) =

1.2.2. Prvodisla a prvociselné rozklady

Zkoumame-li pocet déliteld kladnych prirozenych cisel, snadno zjistime, Ze nékterd pfirozena
Cisla vétsi nez jedna maji pouze nevlastni délitele (tj. Cislo jedna a sebe sama), kdeZto ostatni maji i
vlastni délitele. Odtud nasledujici definice pojmu prvocislo.

Definice - prvocislo, slozené Cislo
Pfirozené Cislo p > 1 nazveme prvocislem, jestlize
(vneN?t) (nlp > n=1vn=np),
tj. Cislo p ma pouze nevlastni délitele.
Ostatni kladna pfirozena cCisla vétsi nez jedna nazyvame Cisla sloZzena.
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Priklad

Cisla 2, 3, 5, 7 jsou zfejmé prvocisla. Naopak, ¢&isla 4, 6, 189, 222 jsou ziejmé &isla slozend. Oviem
mnohem obtiznéjsi je zjistit, Ze Cislo 162 259 276 829 213 363 391 578 010 288 127 je prvodislo, kdeZto
340 282 366 920 938 463 463 374 607 431 768 211 457 je Cislo sloZené.

Tvrzeni — Eukleides

Existuje nekone¢né mnoho prvocisel.

Dlkaz — sporem.

Pfedpokladejme, Ze existuje konecné prvocisel py,...,p, a poloime p =p;- .. p, +1. Zfejmé
Vip; # p, tudiz p je Cislo slozené a musi byt délitelné nékterym z prvocisel py, ..., pn, napf. p;. Vzhle-

dem k tomu, Ze pj|p A pj|p1 ‘... Py dostavame pj|1. Spor, existuje nekonecné mnoho prvocisel.

Poznamenejme, Ze existuje celd rada dalSich rGzné sofistikovanych dikaz( existence nekonecéné
mnoha prvocisel, které odkryvaji mnohdy prekvapivé souvislosti.

Poznamky

Nejmensi od jednicky rlzny délitel slozeného Cisla n je prvocislo, které je nejvySe rovno [\/ﬁj

(Dokazte!)

Je-li p prvodislo takové, Ze p|a - b, potom p|a nebo p|b. (Dokazte!)

Vdechna prvoéisla vyskytujici se v mnoZiné {2, ...,n} lze nalézt pomoci algoritmu (nazyvaného

Eratosthenovo sito), ktery Ize formulovat nasledovné:

1. V posloupnosti 2,...,n oznaC prvni nevyskrtnuté a jeSté neoznacené Cislo. Toto Cislo p je
prvocislo. Je-lip < [\/EJ, jdi na krok 2., jinak ukonci algoritmus a nevyskrtnuta Cisla jsou pravé
vSechna hledana prvocisla.

2. Vyskrtni viechny nasobky &isla p, po&inaje p?. Po jejich vy3krtnuti jdi na krok 1.

VySe popsany algoritmus (Eratosthenes, 276 — 195 pf. n. I.) je pravdépodobné historicky prvni

metoda umoznujici ,,generovat” posloupnost prvocisel.

V dalSich tvahach hraje klicovou roli nasledujici véta, oznacovana casto jako Zakladni véta aritmetiky.

Tvrzeni — Zakladni véta aritmetiky

Kazdé prirozené Cislo vétsi nez jedna lze rozloZit na soucin prvocisel, a to jednoznacné, nepftihlizime-li
k poradi prvocisel.

Dukaz.

Je tfeba dokazat dvé skutecnosti - existenci prvociselného rozkladu a jeho jednoznacnost.

Oznacme a libovolné sloZené Cislo (v ptipadé, kdy a je prvocislo, tvrzeni evidentné plati). Dle prvni ¢asti
vyse uvedené poznamky existuje prvocislo p; takové, ze p,|a, tj. a = p; - a4, kde 1 < a; < a. Pokud
a, je prvocislo, dostali jsme jiz hledany rozklad. V opaéném pfipadé, kdy Cislo a; je sloZené, existuje
prvociselny délitel p, Cisla a4, tj. a4 =py-a,, kde 1 <a, < a,y. Je-li a, slozené cislo, postup
opakujeme (jinak jsme nalezli poZadovany rozklad), dokud nenastane situace, kdy a; bude prvocislo.
Vzhledem k tomu, Ze Cisla a; tvofi klesajici posloupnost prirozenych Cisel, musi tato situace skute¢né
nastat. Odtud jiZ existence prvociselného rozkladua = p; - ... pg.-

Nyni predpoklddejme, e a = pg * ... P = qq * ...~ q; jsou dva prvociselné rozklady a. Zfejmé plati
Vi € {1,..k} p;lq; - ...» q; a existuje j takové, Ze p; = q;. Odtud k = [ a po pFipadném precislovéni
dostdvame Vi € {1, ...k} p; = q;.
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Poznamka
Jako zfejmy dusledek Zakladni véty aritmetiky dostavame fakt, Ze kazdé pfirozené Cislo a > 1 lze
jednoznacné zapsat ve tvaru tzv. kanonického rozkladu, tj.
— a1 (4973

aAa=p;y Py,

kde p;,i =1, ..., k jsou v8echna rliznd prvodisla vyskytujici se v rozkladu a (sefazena vzestupné),
a; € Nt,i =1, ...,k (tzv. ndsobnost prvoéisla p; v rozkladu a).

(Casto budeme pouzivat krat$i oznaceni rozklad misto kanonicky rozklad.)

Tvrzeni

Nechfa =p;t - ..-ps, b =gyt . qlﬁ’ jsou kanonické rozklady. Potom plati:

a) dla & d= pfl . ...-p,f", kde0<6; <a;,i=1,..,k.
b) NSD(a,b) =1]*-..-1™",

kde 74, ..., 13, jsou prvocisla spolecna kanonickym rozkladGm cisel a, b,

y; je minimum z exponent(, se kterym se prvocislo r; vyskytuje v kanonickych rozkladech ¢isel a, b.
c) NSN(a,b) = rlll e rn);m,

kde 1y, ..., 1y, jsou prvocisla vyskytujici se v alespor jednom kanonickém rozkladu,

A; je maximum z exponentd, se kterym se prvodislo r; vyskytuje v kanonickych rozkladech Cisel a, b.
Dukaz.
ad a) JelikoZ d|a, mohou se v kanonickém rozkladu d vyskytovat pouze prvodisla z kanonického
rozkladu a, navic s exponentem, ktery je nejvyse roven jeho exponentu v rozkladu a.
ad b) Jelikoz NSD(a, b)|a A NSD(a, b)|b, musi kanonicky rozklad NSD(a, b) obsahovat pouze prvo-
¢isla spole¢na kanonickym rozklad(im a i b, navic s exponentem rovnym pravé mensimu z exponentd.
ad c) Jelikoz a|[NSN(a,b) Ab|NSN(a,b), musi kanonicky rozklad NSN(a,b) obsahovat vSechna
prvocisla z kanonickych rozkladl a i b. Exponenty jednotlivych prvodisel v rozkladu NSN(a, b) jsou
zfejmé rovny jejich maximalnimu exponentu, se kterym se dané prvocislo vyskytuje v kanonickych
rozkladech Cisel a, b.

Poznamka
Oznacime-li T(a) pocet délitelt kladného ptirozeného ¢isla a = pfl e p,‘f", dostavame (dlsledek
Casti a) predchoziho tvrzeni) vztah

t@)=(a;+1) .- (ap + 1).

Priklad

Pomoci kanonickych rozklad( ¢isel a = 7 875,b = 3900, ¢ = 82 500 urcete vsechny délitele ¢isla a,

dale NSD(a, b,c), NSN(a, b, ¢).

Regeni.

Nejprve urcéime kanonické rozklady Cisel a,b,c (uvedend Ccisla zkousime délit prvocisly, déleni

prvocislem opakujeme, dokud je zbytek nulovy). Dostdvame tak
a=3%-53-7,b=2%-3-52-13,c=2%2-3-5%-11.

Vsechny délitele Cisla a jsou tvarud = 3%1 - 5% - 7% kde0 < a; <2,0<a,<3,0<az;<1lajde

o nasledujici délitele: 1; 3; 5; 7; 9; 15; 21; 25; 35; 45; 63; 75; 105; 125; 175; 225; 315; 375; 525; 875;

1125; 1575; 2625; 7875.

Jako kanonicky rozklad NSD(a, b, ¢) dostavame NSD(a,b,c) = 3 - 5% = 75 a jako kanonicky rozklad

NSN(a, b, ¢) dostdvdme NSN(a, b,c) = 2%-3%2-5%-7-11-13 = 22 522 500.
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Poznamka
Jednim z fundamentdlnich problém( teorie Cisel je otazka rozlozeni prvocisel v mnoZiné vsech
pfirozenych Cisel. Nékteré zakladni vysledky Ize formulovat nasledovné:
Existuje nekone¢né mnoho libovolné dlouhych posloupnosti po sobé jdoucich sloZenych Cisel, tj.
neobsahujici Zadné prvocislo (dokazte!).
Pro libovolnd nesoudélnd pfirozend Cisla a, m existuje nekone¢né mnoho prvocisel p, kterd pfi
déleni &islem m ddvaji zbytek a, tedy jsou tvarup =m-q + a, kde g € N*. (C. F. Gauss).
Oznacime-li m(n) pocet prvoéisel mensich nebo rovnych pfirozenému ¢islu n, plati

n(n) = n/ln n

kde symbol = chapeme jako pfibliznou rovnost (presnéji, limita podilu obou stran je pron — o
rovna 1). Hodnoty obou stran vyse uvedeného vztahu jsou pro vybrana n obsazeny v nasledujici

tabulce.
n 10 50 100 500 1000 100 000 500 000 | 1 000 000
m(n) 4 15 25 95 168 9592 41538 78 498
Priklad

DokaZte specidlni variantu obecného Gaussova tvrzeni (pozndmka vyse), Ze existuje nekone¢né mnoho
prvocisel tvaru 4q + 3.

Reseni. — sporem.

Je zfejmé, Ze kazdé prvocislo vétsi nez 2 dava pfti déleni Cislem 4 zbytek 1, nebo 3. Dale predpokla-
dejme, Ze existuje pouze koneéné prvocisel py, ..., p, uvazovaného tvaru 4q + 3 (uréité takova existuji,
napf. 3, 7, 11 apod.) a poloZme p = 4p; - ...- p, — 1. Je zfejmé, Ze Cislo p dava pti déleni 4 zbytek 3,
navic neni délitelné Zadnym z prvocisel p4, ..., py, (jinak by dané prvocislo muselo délit 1). JelikoZ soucin
Cisel tvaru 4q + 1 je opét Cislo téhoz tvaru (dokazte!), musi byt p délitelné prvocislem tvaru 4q + 3
rdznym od py, ..., Pn. Spor, existuje nekone¢né mnoho prvocisel tvaru 4q + 3.

Velmi vyznamnou roli v teorii cisel a v celé fadé aplikaci, napf. moderni teorie Sifrovani, testy
superpocitacli apod. (podrobnosti presahuji ramec téchto skript), hraje problematika kanonickych
rozklad velkych Cisel, resp. testy jejich prvocliselnosti. V tomto kontextu se casto vyskytuji Cisla
specialnich tvard, napf. Fermatova, Mersennova a Cunninghamova cisla.

Definice - Fermatova a Mersennova Cisla

s e vy s v/ n s e vy s v
Fermatovymi &isly nazyvame &isla F, = 22" + 1 a Mersennovymi &isly nazyvame ¢&isla M,, = 2™ — 1,
kden € N.

Pozndmka - Fermatova a Mersennova prvocisla

Fermatova Cisla Fy = 3,F; = 5,F, = 17,F; = 257,F, = 65 537 jsou prvocisla (tzv. Fermatova
prvocisla). Tato skutecnost vedla vynikajiciho francouzského matematika Pierre de Fermat
(1601-1695) k vysloveni hypotézy, 7e vSechna Cisla F, jsou prvodisla. Teprve pozdéji byla tato
hypotéza vyvracena Leonardem Eulerem (1707-1783), ktery ukdzal, Ze €islo F5 = 4 294 967 297
je slozené. Nyni panuje hypotéza, Ze vSechna Fermatova Cisla F,,n = 5 jsou Cisla sloZzena. Ovsem
ani v dnesni dobé neni snadné prokdzat, Ze pro nékterou konkrétni hodnotu n je F, Cislo sloZzené
(proc¢?). Napftiklad doposud (2016) nebylo zjisténo, zda F,, je skute¢né Cislo sloZené a u F;, (o
kterém je prokdzdno, Ze je slozené) nebyl nalezen jeho kanonicky rozklad.
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Historicky neméné zajimava a z hlediska aplikaci vyznamna jsou tzv. Mersennova prvocisla (Marin
Mersenne, 1588-1648), tj. prvocisla tvaru My, kde p je prvocislo (snadno lze ukazat, Ze nutnou, ale
nikoliv postacujici, podminkou pro to, aby M,, bylo prvocislo je, Ze n je prvocislo). V sou¢asné dobé
se predpokladda (neni ovSem dokdzano), Ze mezi viemi Cisly M,,, kde n je prvocislo, existuje
nekone¢né mnoho Mersennovych prvocisel, ale i ¢isel sloZzenych. Napfiklad ¢isla M,, M3, M5, M,
M;3, My;, M1, M3, jsou Mersennova prvocisla, kdezto M;1, Mg, M55 jsou Cisla sloZzena. Nejvétsi
v soucasné dobé (2016) znamé Mersennovo prvocislo je M 4., =95 (to oviem neznamend, Ze o
vsech Cislech M,,, kde n je prvocislo mensi nez 6 972 593 je znamo zda jsou prvocislem). Pro
zajimavost uvedme, Ze prvociselnost M, , .., ¢, byla prokazana na superpocitaci Cray T-94, ovsem

prvociselnost M 4., o5 jiZ Na pouhém PC Pentium 350 MHz.

1.2.3. Zakladni aritmetické funkce
V teorii Cisel a v jejich aplikacich hraji vyznamnou roli funkce, jejichZ defini¢ni obory tvofi
kladnd pfirozena ¢isla N*. Pro takové funkce se vZilo oznaleni aritmetické funkce.

Definice - multiplikativni funkce
Rekneme, 7e aritmetickd funkce f je multiplikativni, jestlize:
[Ane Nt f(n) #0] A [ymneN* (NSD(m,n) =1 - f(mn) = f(m)f(n))].

Zakladni vlastnosti multiplikativnich funkci popisuje nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni

a) Je-li f multiplikativni funkce, potom f(1) = 1.

b) Soucin multiplikativnich funkci je multiplikativni funkce.

c) Je-li f multiplikativni, n = pfl s p,‘f" kanonicky rozklad, potom

Sa F(@) = (1+f@0) + FR + -+ f(p)) o (14 £ i) + F(F) + -+ F(pE¥))

(Soucet na levé strané se provadi pres vsechny délitele d ¢isla n.)

Dukaz.

ad a) Z definice multiplikativnosti plyne 3n € N* f(n) # 0, navic zfejmé s ohledem na
NSD(n,1) =1lzepsatf(n) = f(n-1) = f(n) - f(1), tedy f(1) = 1.

adb) Oznaéme f = f; - f5, kde fi, f> jsou multiplikativni funkce. Zfejmé f(1) = f,(1) - (1) = 1.
Déle predpoklddejme NSD(m,n) = 1, proto
f(mn) = fi(mn)f,(mn) = f1(mM)fi(N) fL(M)f2(n) = f(m)f(m) fr(W) f(n) = fF(m)f (n).

adc) lJelikozproi #j NSD (pfi,pfj) = 1, je po rozndsobeni prava strana dokazovaného vztahu
rovna ¥ (5,80 S (Pfl) vt f (P;fk) =Y G S (Pfl e P;fk)-

0<8,=aq,...0s6<ag 0<8,=aq,...0s8<ay

Jelikoz délitele d Cislan jsou tvarud = pfl st p,fk, 0<6; <aq;i=1,..,kjevztah dokdzan.

Poznamka — pocet délitelli, soucet délitelt
Aritmetickd funkce f,.(n) = n",n € N* je multiplikativni (dokaZzte!) a dle vy$e uvedeného tvrzeni plati

Yamd™ = (1 +p] +p3 + -+ ) (L+DE + D27+ + D).

Odtud volbou r = 0 dostavame ndm jiZz znamy vztah pro pocet délitel( ¢islan
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t) = Yaml=A++1) A+ +1) = (g + 1) (@ + 1),

a;+1 ap+1

Volbou r = 1 dostavame vztah pro soucet délitell Cisla n

S) =Tamd = (L+pr+pf +4p) o (L4 P+ +1"),

ai+1 aptl
4 -1 p -1
S(n) = (1—_) _— k—_ .
p1—1 Pr—1

t.

Definice - Mébiova funkce
Aritmetickou funkci u(n) definovanou vztahy

i) p(m) =1,

i) u(n) = K e o o
(—=1)* v ostatnich pripadech, kde k je pocet prvocisel v rozkladu n
nazyvame Mdobiovou funkci.

0 , pokud existuje d > 1 takové, Ze d?|n

Z definice je patrné, Ze hodnoty u(n) snadno ur¢ime z kanonického rozkladu cisla n = pfl st p,f".
Jsou-li totiz véechna a; = 1, potom u(n) = (—1)* a pokud alespori jedno a; = 2 je u(n) = 0.

Tvrzeni
Mébiova funkce je multiplikativni a pron > 1 plati Y4, u(d) = 0.

Dukaz.

Multiplikativnost - jsou-li m,n nesoudélna, potom je pocet prvocisel v kanonickém rozkladu m - n

roven souctu poctu prvocisel v rozkladu m plus pocet prvocisel v rozkladu n, navic jejich exponenty se

neméni. S ohledem na jiz dokazanou multiplikativitu si stac¢i uvédomit nasledujici
Yapt@=A+CD+0+-4+0) .1+ (-1)+0+--+0)=0.

Definice - Eulerova funkce
Aritmetickou funkci ¢@(n) definovanou jako pocet Cisel v fadé 1, ..., n, kterd jsou nesoudélna s n,
nazyvame Eulerovou funkci.

Z definice snadno zjistime, Ze pro libovolné prvocislo p plati ¢ (p) = p — 1 (zdlvodnéte!). V pfipadé
sloZzenych Cisel je vypolet hodnoty Eulerovy funkce vypocetné sloZity, nebot vyzaduje znalost
kanonického rozkladu.

Tvrzeni
a) lJelin= pfl st p,f" kanonicky rozklad, potom
o) = (p" =) (0 — D7)
b) Eulerova funkce je multiplikativni.
c) Plati Y4, ¢(d) =n.
Dukaz.
ada) Onaéme P(A) pravdépodobnost, Ze ndhodné zvolené ¢&islo z mnoZiny {1, ...,n} je nesoudélné
s n. S ohledem na definici Eulerovy funkce a klasickou definici pravdépodobnosti plati

P(A) = go(n)/n
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Nesoudélnost s n je zfejmé ekvivalentni s nedélitelnosti Zadnym z prvocisel p, ..., px vyskytuji-
cich se v kanonickém rozkladu n a tedy

1 Pk
(kazdé p;-té Cislo v fadé 1, ..., n je délitelné prvodislem p;) a odtud platnost tvrzeni.

ad b) Jsou-lim,n nesoudélna, potom se prvocisla a jejich exponenty v kanonickém rozkladu soucinu
m - n shoduji s prvocisly a jejich exponenty v kanonickém rozkladu cisla m, resp. n. Zbytek
dlikazu je zfejmy.

adc) Sohledem na jiz dokdzanou multiplikativitu dostdvame

Zdln p(d) = (1 +(p -1+ (p% —p)+ -+ (pfl _ pih—l)) .
e (14 =D+ (= pie) + -+ (pf — p 7))

Ak _

a
atedy Ygno(d) =p;" - ip- =1
Kromé aritmetickych funkci se v diskrétni matematice setkdme také s ndsledujicimi funkcemi.

Definice
Funkce dolni cela ¢ast x, kde x € R, je definovana jako nejvétsi celé Cislo mensi nebo rovné x. Tuto
funkci budeme oznadovat symbolem |x| (nékdy se pouziva i krat$i nazev celd &ast x) a plati:
- Vx€ER |x]€eZ,
- Vx€eR [x]<x<|x]+1.
Funkce horni cela ¢ast x, kde x € R, je definovana jako nejmensi celé Cislo vétsi nebo rovné x. Tuto
funkci budeme oznacovat symbolem [x] a plati:
- Vx€eR [x]€Z,
- Vx€eR [x]—-1<x<x].
Funkci lomend &ast x, kde x € R, budeme oznacovat symbolem {x}. Tato funkce je definovana
vztahem {x} = x — |x]. Oborem hodnot této funkce je zfejmé interval {0, 1).

Poznamka
Nékteré Casto vyuzivané vlastnosti funkci dolini a horni cela ¢ast jsou (dokazte!):

x—1<|x]<x<[x]<x+1,

|—x] = —[x] [—x] = —lx],
[x+n]=|x]+nneN [x+n]=[x]+nneN,
(X xil = Xl [Ximg X1 < Xiqlx].

1.2.4. Retézové zlomky

PFi numerickych vypoctech vidy pracujeme s raciondlnimi Cisly, resp. s jejich jistou konec¢nou
podmnoZinou. V tomto kontextu hraje dileZitou roli problematika tzv. diofantické aproximace, ktera
zkoums, jak presné lze dané Cislo aproximovat pomoci raciondlnich cisel urcitych vlastnosti. K této
problematice ma uzky vztah i nasledujici ¢ast tykajici se retézovych zlomk(. Snadno totiz zjistime, Ze
kazdé ¢isloa € R — Z (v pripadé celych Cisel je situace trivialni), Ize vyjadfit jedinym zplsobem ve tvaru

1
a=qo+—
qo txl'
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kde go = |a] € Z (nejvétsi celé Cislo mensi nebo rovné a) a 1 < a;. Pokud a; neni pfirozené Cislo, lze
postupovat analogicky, tj. psat

X

ay’

a =q, +
kde g; = |la41],1 < a,. Odtud

1
a=qy+ L
q1 ay

Naznaceny postup lze samoziejmé opakovat, dokud v nékterém kroku (napft. i v prvnim) nedostaneme
a, € NT (jak uvidime pozdéji, tato situace nemusi nastat). Tim se jiz dostadvdme k pojmu rozvoj
(redlného) Cisla a v fetézovy zlomek.

Definice
Retézovym zlomkem nazveme (koneény nebo nekoneény) vyraz tvaru
N 1
do 1
+
h dz+
+ 1 il
n + -
kdeqo € Z,q; ENT (i =1,2,...).
Cisla g; se nazyvaji €leny rozvoje (v fetézovy zlomek) a vyrazy
1 1
80 =q0,61 =qo+—,...0p =qo + 1 e
2+
1
+ J—
an

se nazyvaji pfiblizné zlomky.

Pozndmky
Pro zjednoduseni budeme pfiblizné zlomky ¢astéji zapisovat ve tvaru
80 = [q0), 61 = [q0, 411, -, 6n = [q0, 1, -, Gl

Kazdy pfiblizny zlomek Ize zapsat ve tvaru zlomku s jednou zlomkovou carou, tj. §; = P"/Q., kde
l

P; je Citatel a Q; jmenovatel i-tého pfiblizného zlomku.

Definice

Rekneme, Ze redlné &islo @ ma koneény (ukon&eny) rozvoj v fetézovy zlomek, jestlize existuje n € N
takové, Ze pFi postupu popsaném v uvodu je a,, celé &islo (tj. Vi € Nt a,,,; = 0). V tomto p¥ipadé
zfejmeé plati

a = 1[q0,q1, -, qnl G @ = qo + 1
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Tvrzeni

Redlné Cislo @ ma konecny rozvoj v fetézovy zlomek pravé tehdy, je-li racionalni.

Dikaz.

Z nasledujici poznamky a z konecnosti Eukleidova algoritmu plyne, Ze kazdé racionalni ¢islo ma koneény
rozvoj v retézovy zlomek. Zbyva tak dokazat platnost obraceného tvrzeni - z konecnosti rozvoje v feté-
zovy zlomek plyne racionalita. Postupujme sporem a predpokladejme, Ze Cislo s kone¢nym rozvojem
v fetézovy zlomek neni racionalni. Spor, nalezli bychom vyjadreni iracionalniho Cisla ve tvaru zlomku.

Obecny postup jak sestrojovat rfetézové zlomky je popsan v Uvodu. Nasledujici poznamka ukazuje na
souvislost s jiz dobfe zndmym Eukleidovym algoritmem.

Poznamka — fetézové zlomky a Eukleidiv algoritmus
Je-li a/b racionalni ¢islo, kde NSD(a, b) = 1, potom z Eukleidova algoritmu dostavame:

1. krok a=bqy+r, 0<1 <b, tj.a/b=q0+i,kdeoc1=£>1.
a &1
2. krok b=rqi+m, 0<r,<r, i b/r1 =q +ai, kde a, = :—1 > 1,
2 2
tedy ¢/, = qo + —.
Y /b qo q1+a_12
— -Tl _ 1 _TZ
3. krok =14 +13, 0<13<1p, Mt /7”2 =q@t_ kde a3 = —> 1,
3 3
tedy ¢/, = qo + ———
Y4/, = a0 P
42+t g3

Vzhledem k tomu, Ze zbytky tvofi klesajici posloupnost pfirozenych disel, je zarucena konecnost
uvedeného postupu a musi nastat situace, kdy jisté r;, je posledni nenulovy zbytek, tj.

n. krok Tnez = Tne1Gn-1+ T, 0 <1 < Tp_q, tj-r"_z/rn-1 =qn-1t ain, kde a, = rr;;l >1,
1
tedy ¢/, =qo + .
Y /p =0+ ——
1
+qn—1+$
Ty : 1
(n+1). krok  Ty_q =1Gn, ti. " =qn, 1Yy =qot ———
Gt

a2+

1
+L
qn

Vidime tedy, Ze jednotlivé ¢leny rozvoje raciondlniho ¢isla a/b v fetézovy zlomek tvofi pravé nedpliné

podily q; z Eukleidova algoritmu.

Tvrzeni — zakladni vlastnosti pfibliznych zlomka
a) Mezi ¢itateli P; a jmenovateli Q; pfibliznych zlomkd plati

P =q;P;_1 + Pi_;,kde P_; = 1,P, = q,
Qi = qiQi—1 + Qi—p, kde Q_; = 0,Q, = 1.

b) Pro libovolné dva sousedni pfiblizné zlomky &;, §;_1 plati

(_1)i+1
=17 QiQie

c) Priblizné zlomky jsou v zakladnim (redukovaném) tvaru, tj. NSD(P;, Q;) = 1.

5 —6
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Dikaz.

G Gy e 1 +1 Po+P_; _ P
ad a) Pouzijeme indukci. Zfejmé plati §; = qq +— = ZI- = J00 1 21
91 q1140  q1Q0+0Q-1 Q1

Nyni pfedpoklddejme platnost dokazovanych vztahl pro i — 1, tj. ;1 =

Pi-1 _ Qi-1Pi—2+Pi3
Qi-1 qi-1Qi-2+0Qi-3

vy . ey S 1
Z tvaru pfribliznych zlomkd snadno zjistime, zZe §; dostaneme z §;_; pouhou substituci q;_; + Pl
L

g;_1. Lze proto psat

1
(Qi‘l + q_) Pia + Pisg _ qi(qi-1Pi 2 +Pi3)+Pi; qPi1+P,; P

L

(%‘—1 +%) Qi_y + 0;_s Cqi(qi-1Qi 2+ Q) + Q2 qiQii + Qi Q

6i=

a odtud jiz platnost dokazovanych vztah(.
ad b) Zfejmé plati
S — 8. = Pi _Pisa _ PiQi-1—Pi10Qi
' 1700 Qi QiQi-1
Nyni vySetfime vztah mezi hodnotou Citatele a indexem i. Oznaéme f; = P;Q;_1 — P;_1Q;. Z jiz

dokazanych vztah( dostavame
fi = (qiPi-1 + Pi3)Qi—1 — Pi_1(qiQi—1 + Qi—2) = (=1)(Pi=1Qi—2 — Pi2Q;—1) = (=Dfi_4,

tedy f; = (—1)'f, avzhledem k fy = PyQ_; — P_1Qo = —1 plati P;Q;_; — P;_1Q; = (— 1)+,
ad c) S ohledem na Bézoutovu rovnost a jiz dokazany vztah P;Q;_; — P;_1Q; = (=1)'*1 ziejmé.

Je zfejmé, Ze nelplné podily q;,i =0,1,...,n a rekurentni vztahy pro P;, Q; (s pocatecnimi
podminkami) umoznuji efektivni vypocet pribliznych zlomkd. Vypocet se casto zapisuje do nasledujici
tabulky ptibliznych zlomk:

i -1 0 1 2 n
4qi i 9o d1 q> an
Pi 1 qO Pl Pz PTL
Qi 0 1 Q1 Q2 Qn
Priklad
Cislo 781/654 rozvinte v fetézovy zlomek a sestavte tabulku pfibliznych zlomkd.
Regeni.
Pomoci Eukleidova algoritmu ziskame potiebné netplné podily:
781 = 654 -1(qq) + 127, 654 =127 -5(qy) + 19, 127 =19-6(q,) + 13,
19 =13-1(q3) + 6, 13=6-2(qy) + 1, 6 =1-6(qs).
Tabulka pfibliznych zlomk( ma tedy tvar
[ -1 0 1 2 3 4 5
qi --- 1 5 6 1 2 6
P; 1 1 6 37 43 123 781
Q; 0 1 5 31 36 103 654
Odtud hledany rozvoj v fetézovy zlomek % =[1,56,1,2,6] =1+ 5++
1
6+1+L1
2+g

a zaroven z tabulky pfibliznych zlomkd vidime NSD(781,654) = 781 -103 + 654 - (—123) = 1.
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Poznamka

+ Lze ukdzat (dokazte), Ze mezi vSemi raciondlnimi Cisly, jejichz jmenovatel je nejvyse roven Q;, je
pravé pfiblizny zlomek §; nejlepsi aproximaci rozvijeného cisla. Pfesnéji:
Je-li 6; = % pfiblizny zlomek rozvoje redlného Cisla a/b v fetézovy zlomek, f = P/Q libovolné
racionalni &islo takové, 7e 0 < Q < Q;, potom |6i - a/b| < |[3 - a/b|'

+ Pro zajimavost jsou v nasledujici tabulce uvedeny (nekonecné) retézové zlomky nékterych

vybranych iracionalnich cisel.

Cislo Retézovy zlomek
e [2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10, ...]
T (3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14, ...]
V2 [1,2,2,2, ..]

V5 [2,4,4,4, ..]

V10 (3,6,6,6, ...]

V17 [4,8,8,8, ..]

V26 [5,10,10,10, ...]

Jako duisledek dostavame, Ze nasledujici racionalni Cisla nejlépe aproximuji (ve smyslu prvni
odrazky této poznamky) Cislo .

P; 3 22 333 355 103 993
Q; 1 7 106 113 33102
A; 1,42E-01 | 1,26E-03 | 8,32E-05 | 2,67E-07 | 5,78E-10

Posledni radek obsahuje horni hranici,,chyby” aproximace, tj. |7T - %l <A,

1.2.5. Kongruence

Z véty o déleni se zbytkem vime, Ze cela Cisla davaji pfi déleni kladnym pfirozenym cislem m
zbytky z mnoZiny {0,1, ..., m — 1}. Z pohledu délitelnosti, proto budeme ¢&isla dédvajici stejny zbytek
povaZovat za ,totozna“. Odtud nasledujici definice.

Definice
Rekneme, Ze celd ¢isla a, b jsou kongruentni modulo m , kde m € N'¥, jestlize obé ¢&isla maji pfi déleni
modulem m stejny zbytek.

Skutecnost, Ze Cisla a, b jsou kongruentni modulo m vyjadfime nékterym z nasledujicich zapisa:

a = b (mod m), resp.a = b (m).
V opacném pripadé (a, b nemaji pfi déleni modulem m stejny zbytek) piSeme a # b (m) a fikdme, Ze
uvedena disla nejsou kongruentni modulo m. Dale budeme pouzivat zapis a = (b mod m), kterym
vyjadiime skuteénost, Ze a je rovno zbytku pfi déleni ¢isla b modulem m. Napfiklad 386 = 777 (17),
ale 12 = (386 mod 17).
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Poznamka
Pfes svou jednoduchost nachazi vyse zavedeny pojem kongruence velmi Siroké vyuziti v celé radé
oblasti. Vzhledem k rozsahu skript se stru¢né zminime pouze o generovani nahodnych (pfesnéji
pseudondhodnych) cisel a o nékterych zpUsobech Sifrovani.
+ Efektivni metodou generovani posloupnosti pseudonahodnych Cisel xg,xq,... jsou lineadrni
kongruence. Jednotlivé ¢leny posloupnosti jsou pocitany rekurentné ze vztahu
xn+1 = ((ax, + b) mod m),
kde m,a,b,x, € N takova,z2e2 <a<m,0<b <m,0<x,<m,NSD(a,m) = 1.
(m ... modul, a ... multiplika¢ni koeficient, b ... inkrement, x; ... po¢atecni hodnota).
Cel4 fada b&Znych potitacil vyuziva pro generovani pseudonahodnych gisel m = 231 — 1, a = 75,
b =0 (tzv. ryze multiplikativni generator). V pripadé, kdy pozadujeme pseudondhodna disla
z intervalu (0,1), pouZijeme posloupnost x"/m.
+ Jednim z nejstarsich zplUsob Sifrovani je tzv. Caesarova Sifra, ktera cyklicky posouva abecedu o tfi
znaky vpifed (A » D,B - E, ...,Z — C). Z pohledu kongruenci Ize toto Sifrovani popsat vztahem
Y = ((x + 3) mod 26),
kde x je poradové Cislo Sifrovaného znaku (v ramci anglické abecedy majici 26 znakd), Y je
poradové Cislo zaSifrovaného znaku a 3 je posunuti. Desifrovani se pak provadi ,zpétnym“
posunutim, tj. dle vztahu
x = ((Y + 23) mod 26).

Tvrzeni
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

a)a=b(m), b) m|(a — b), c)It€Z a=b+mt.
Dukaz - stadi dokazata) > b) > ¢) > a)
ada) > b)

Jelikoz a = b (m), z véty o déleni se zbytkem dostavéme a = mq, +r,b =mq, +r,kde0 <r<m
atedya — b =m(q, — qp), tj. m|(a — b).

ad b) = ¢)

Jelikoz m|(a — b) platia — b = mt,t € Z, tedya = b + mt.

adc) - a)

Z véty o déleni se zbytkem dostdvame b = mq + r,0 < r < m a ndslednym dosazenim do c) ziskdme
a=m(q+1t)+r0=<r<m,tj obé disla davaji pfi déleni m stejny zbytek.

Jak doklada nasledujici tvrzeni, jsou pocetni pravidla pro kongruence s pevné danym modulem
analogicka pocetnim pravidlim pro rovnice.

Tvrzeni - stejny modul
Jestlize a; = by (m),a, = b, (m), potom plati:
a) a, +a, =b; +b,(m),
b) a;-a; = by b, (M),
o) dlay,dlby, NSD(d,m) =1 - 4/, =21/, (m).

Dlikaz — cviceni.
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Jako dUsledek dostavame:

+ K obéma stranam kongruence lze pficist, resp. od nich odedist libovolné celé Cislo.

+ Obé strany kongruence lze vynasobit libovolnym cislem.

+ Cleny z jedné strany kongruence lze pfevést na druhou, pokud u nich zmé&nime znaménko.
+ Obé strany kongruence lze umocnitnan € N.

Jak doklada nasledujici ukazka, je predpoklad NSD(d, m) = 1 v ¢asti c) pfedchoziho tvrzeni podstatny.
Napt. 144 = 78 (33), oviem 144/ = 24 £ 13 =78/ (33).

Tvrzeni - zména modulu
a) a=b(@m) - ka=kb(km),kdek € NT,
b) a=b(m),m|m - a=>b(m),
c) a=b(m),d|NSD(a,b,m) - a/d = b/d (m/d)'
d) a=b(my),a=b(my) - a=b(NSN(my,m,)).
Dikaz.
ad a) Zfejmé a = b + mt, tedy prok € Nt ka = kb + kmt, tj. ka = kb (km).
ad b) Jelikoz m;|m A m|(a — b) nutnéim,|(a — b), tj.a = b (my).
adc)a = b +mt,d|NSD(a, b,m) - a/d = b/d +m/d “t, tedya/d = b/d (m/d)'
ad d) Jelikoz m,|(a — b), m,|(a — b) zfejmé i NSN(m,, m,)|(a — b).

Pro dalsi Uvahy je dlleZité si uvédomit, Ze relace ,,byti kongruentni modulo m“ ma vlastnosti:

+ Va€Z a=a(m), (reflexivita)
o Ya,be€Z a=b(m) »b=a(m), (symetrie)
« VYa,bce€Z a=b(m),b=c(m) »a=c(m). (tranzitivita)

Relace ,byti kongruentni modulo m“ je tedy ekvivalence na Z, kterd definuje rozklad Z na m
nasledujicich tfid ekvivalence
[0] ={..,—2m,—m,0,m,2m, ..} = {tm]|t € Z},
[1]={.1-2m1-m1,1+m,1+2m,..} ={1+tm|t € Z},
2] ={...2—-2m2-m, 224+ m,2+2m,..} = {2+ tm|t € Z},

m-—1]={..,—-m—-1,-1m—-12m—-1,..} ={(m—1) + tm|t € Z},
které nazyvame zbytkové tfidy modulo m, resp. tfidy zbytk( modulo m. Kazda zbytkova tfida obsahuje
pravé vsechna navzdjem modulo m kongruentni cela Cisla, tj. ¢isla davajici stejny zbytek. Pro mnozinu
viech zbytkovych tfid modulo m se vzilo oznaéeni Z,,, tj. Z,, = {[0], ..., [m — 1]}. Nyni na mnoZiné Z,,
definujme operaci s¢itdni a nasobeni modulo m nasledovné

[a] +[b] = [a + b], [a]-[b] = [a-b].

DokaZte, Ze obé operace jsou definovany korektné, nezavisle na vybéru reprezentanta, tj. plati
Yay, az,by, by € Z ay = ay(m), by = by(m) — [aq] + [bi] = [az] + [b,], [a4] - [b1] = [az] - [b].

Kromé obvyklych vlastnosti obou operaci (asociativita, komutativita, distributivita, existence nulového,
opacného a jednotkového prvku) plati:
+ V Z,, existuje inverzni prvek k [a] pravé tehdy, je-li NSD(a, m) = 1.

V tomto p¥ipadé 3[a] ! € Z,, takové, e [a][a]™! = [1]. (mluvime o inverzni zbytkové tiidé k [a])
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Zrejmym a dileZitym ddsledkem je skuteénost:
Je-li p prvotislo, potom V[a] € Z,, — {[0]} 3[a]™! € Z,, tak, Ze [a][a] ™! = [1].
+ V Z,, existuji vlastni délitelé nuly pravé tehdy, je-li m Cislo sloZené, t;.
3[a], [b] € Z,, — {[0]} takovd,ze [a][b] = [O].

Priklad
Algebraicka struktura Zs obsahuje nasledujicich pét zbytkovych tfid:

[0] ={...,—10,-5,0,5,10, ...} = {5t|t € Z} ... celd &isla délitend 5,

[1] ={...,—9,—4,1,6,11, ...} = {5t + 1|t € Z} ... cela Cisla davajici pFi déleni 5 zbytek 1,
2] ={...,—8,-3,2,7,12,...} = {5t + 2|t € Z} ... cela Cisla davajici pf¥i déleni 5 zbytek 2,
3] ={...,—7,—-2,3,8,13,...} = {5t + 3|t € Z} ... cela Cisla davajici pFi déleni 5 zbytek 3,
[4] ={..,—6,—1,49,14, ...} = {5t + 4|t € Z} ... cela &isla davajici pfi déleni 5 zbytek 4,

kde operace scitani a ndsobeni jsou definovany nasledujicimi tabulkami:

+ [ [0] | [a] | (2] | (3] | [4] - fop ] 2|6l (4
(o] | (o] | [1] | [2] | [3] | [4] (0] | [0] | [0] | [0] | [0] | [O]
(1 | (2] | 2] | [3] | [4] | [O] (1] | (o] | (1] | [2] | [8] | [4]
(2] | (2] | 3] | [4] | [0] | (1] (2] | (0] | [2] | [4] | [1] | (8]
(31 | (3] | [4] | [0] | [1] | [2] 81 | (0] | [3] | [1] | [4] | [2]
(4] [ (4] | [0] | [a] | [2] | (8] (4] [ (0] | [4] [ (3] | [2] | (1]

Nyni snadno ovéfime, Ze v Zz je moZné provadét ,stejné” vypocty jako v Q, resp. R, nebot Ize ,délit”

pomoci ndsobeni inverznim prvkem
(17" =[1][2]7" = [3], [38]7" = [2], [4]7* = [4],
navic plati
[a] - [b] = [0] — ([a] = [0]) v ([b] = [OD).

Napfiklad, pokud mame uréit zbytkovou tfidu [x] tak, Ze [3][x] + [4] = [1], |ze postupovat ndsledo-
vné. Nejprve k obéma strandm pficteme prvek [1] (tj. prvek opaény k [4]) a dostavame [3][x] = [2].
Nyni obé strany vyndsobime prvkem [2] (tj. prvkem inverznim k [3]) a dostadvame [x] = [4].
Algebraicka struktura Zg obsahuje nasledujicich Sest zbytkovych tfid:

[0] = {6t|t € Z} ... cela ¢&isla délitend 6,

[1] = {6t + 1|t € Z} ... celd Cisla dédvajici pfi déleni 6 zbytek 1,

[2] = {6t + 2|t € Z} ... celd Cisla dédvajici pfi déleni 6 zbytek 2,

[3] = {6t + 3|t € Z} ... celd Cisla dévajici pfi déleni 6 zbytek 3,

[4] = {6t + 4|t € Z} ... celd Cisla dévajici pfi déleni 6 zbytek 4,

[5] = {6t + 5|t € Z} .. celd Cisla dévajici pfi déleni 6 zbytek 5,

kde operace scitani a nasobeni jsou definovany nasledujicimi tabulkami:

+ [ (0] | (1] | [2] | [3] | [4] | [5] - (o] @) Bl
0] | [0] | [1] | [2] | 3] | [4] | [5] 0] | [0] | [0] | [0] | [0] | [O] | [O]
(1] | [a] | (2] | (3] | [4] | [5] | [O] (1] | [o] | (2] | (2] | 3] | [4] | [5]
(21 | (2] | (3] | [4] | [5] | [O] | [1] (21 | [0] | [2] | [4] | [O] | [2] | [4]
(31 | (3] | [4] | [5] | (0] | [1] | [2] (31 | [0] | (3] | (0] | [3] | [O] | [3]
(4] | [4] | [5] | (o] | [] | [2] | [3] (4] | [0] | [4] | [2] | [0] | [4] | [2]
(5] | (5] [[O] [[a] | (2] ] (3]] (4] (5] | (O] [ [5] [[4 | (8] ] (2] ] (1]
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V Zg jiz nelze provadét vypocty tak, jako v Q, resp. R, nebot neexistuje [2]7%,[3]7%,[4]71 (tj. nelze
obecné délit) a navic maze platit [a] - [b] = [0] pFesto, Ze [a] # 0i [b] # 0 (napt. [4] - [3] = [0]).

Poznamka
Vzhledem k tomu, Ze zbytkové tfidy jsou jednoznacné uréeny kterymkoliv svym prvkem, budeme dale
pouZivat zjednodusené znadeni, ve kterém vynechédme hranaté zavorky, tj. budeme psat a misto [a].

Definice - Gplna a redukované soustava zbytku
Uplnou soustavou zbytkd modulo m nazveme kaZdou mnoZinu obsahujici m modulo m
nekongruentnich celych ¢isel. Znaime Z,,.
Redukovanou soustavou zbytk(l modulo m nazveme takovou podmnoZinu Uplné soustavy zbytk(
modulo m, ktera obsahuje pravé vsechny zbytky nesoudélné s modulem m. Znacime Z,,.

Poznamky
Z definice Eulerovy funkce plyne |Z,| = @(m).
Pro dany modul m > 1 existuje nekone¢né mnoho Uplnych (i redukovanych) soustav zbytkd
modulo m, nebot kazda zbytkova tfida je v Uplné soustavé zastoupena libovolnym svym prvkem
(reprezentantem zbytkové tridy). NejpouZzivanéjsi je vSak uplna soustava nejmensich nezapornych
zbytkG modulo m, tj. Z,,, = {0,1, ..., m — 1},
resp. Uplna soustava absolutné nejmensich zbytk( modulo m t;j.

Z, = {1‘7’“ = 1,01, mT‘l} pro m liché,
m m-—2 2-m m ,
I = {—?, ..— 10,1, ""T}’ resp. Zy, = {T’ ..—1,0,1, ...,?} pro m sudé.
Priklad
Priklady uplnych a redukovanych soustav zbytk( modulo 5:
Zs ={0,1,2,3,4} ... Uplnd soustava nejmensich nezapornych zbytkd modulo 5,
Zs ={-2,-1,0,1,2} ... Uplna soustava absolutné nejmensich zbytkd modulo 5,

Zs =1{7,8,9,10,11}

Zs ={-21,-20,—-19,-18,-17} }

Zs = {4,10,16,22,28}

7. = {=51,—23,-10,1638} )
JelikoZ @(5) = 4, ma kaZzda redukovana soustava zbytk( modulo 5 pravé 4 modulo 5 nekongruentni

... dalsi priklady Uplnych soustav zbytkd modulo 5.

prvky.
7 = (1,234)
7t ={-2,-1,1,2}
7% = {4,16,22,28)
75 = {~51,-23,16,38})

l ... priklady redukovanych soustav zbytkd modulo 5.

Priklady uUplnych a redukovanych soustav zbytk( modulo 6:
Z, ={0,1,2,3,4,5} ... Uplnd soustava nejmensich nezapornych zbytkd modulo 6,
Zs ={-3,-2,-1,0,1,2}
Zs ={-2,—-1,0,1,2,3} }
JelikoZ ¢ (6) = 2, ma kazda redukovand soustava zbytkd modulo 6 pravé 2 prvky.

... Uplné soustava absolutné nejmensich zbytkd modulo 6,

Z; ={1,5} ... redukované soustava nejmensich nezapornych zbytk( modulo 6,
Z; ={-11} ... redukované soustava absolutné nejmensich zbytkd modulo 6.
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Tvrzeni

Nechta,b,m € Z, kdem = 2, NSD(a, m) = 1. Potom plati:

a) Je-li{xq, ..., x;,} Uplna soustava zbytkd modulo m, potom {ax, + b, ..., ax,, + b} tvofi také Gplnou
soustavu zbytk( modulo m.

b) lJe-li {xl, ...,x(p(m)} redukovand soustava zbytk modulo m, potom {axl, ...,ax(p(m)} tvori také
redukovanou soustavu zbytk( modulo m.

Dukaz.

ad a) Staci dokazat, Ze Cisla ax; + b,i = 1, ..., m jsou nekongruentni modulo m. Pokracujme sporem a

predpokladejme, Ze existuji i # j takova, Ze ax; + b = ax; + b (m), tj. mla(xi — xj). Vzhledem

k NSD(a,m) = 1 plati ml(xl- — xj), tj. x; = x; (m). Spor, nebot {xy, ..., xp,} tvofi Gplnou soustavu

zbytkd modulo m.

ad b) Vzhledem k jiz dokazané Casti a) staci ukazat, Ze Cisla {axl, ...,ax(p(m)} jsou nesoudélnd s m.

Jelikoz NSD(a,m) = 1aNSD(x;,m) =1,i =1,...,p(m), plati NSD(ax;,m) = 1,i =1, ..., o(m).

Tvrzeni - Eulerova véta

Pro libovolnd a,m € Z, m > 2 takova, ze NSD(a, m) = 1 plati
a®™ =1 (m).

Dukaz.

Oznacme {xl, ...,x(p(m)} redukovanou soustavu zbytk( modulo m. Z pfedchoziho tvrzeni vyplyva, Ze
{axl, . ax(p(m)} tvofi také redukovanou soustavu zbytk(l modulo m (obecné v jiném poradi) a tudiz
x1 = axy, (M), o, Xp(m) = AXi oy (m).

Vyndsobeni viech vySe uvedenych kongruenci dostdvame

a®m . x - .- Xp(m) = X1 " " Xp(m) (M)
a vynasobenim obou stran inverznimi prvky xl-_l,i =1,...,0(m) (vzhledem k nesoudélnosti s m
existuji), dostdvame dokazované tvrzeni.

Jako snadny dUsledek Eulerovy véty dostavame tzv. malou Fermatovu vétu.

Tvrzeni - mald Fermatova véta
Je-li p prvocislo, a pfirozené Cislo takové, Zze p t a, potom plati

aP~l =1 (p).
Jako cvi¢eni zdGvodnéte, Ze pro libovolné prvocislo p a libovolné pfirozené ¢islo a plati
a? = a (p).

Priklad

Uréete zbytek pii déleni ¢isla 32882 &islem 97.

Redeni.

Pro hledany zbytek (ozna¢ime ho 1), plati r, = (32882 mod 97). Jelikoz NSD(3,97) = 1, tak z
Eulerovy véty plyne 3°¢ = 1 (97). Aplikace véty o déleni se zbytkem dava 2882 = 30 - 96 + 2, tedy

32882 m3 pri déleni 97 stejny zbytek jako 32, tj. 7, = 9.

Poznamka
Stafi ¢insti matematici se chybné domnivali, Ze Cislo p je prvodislo pravé tehdy, jestlize plati
2P~ =1 (p).
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Z malé Fermatovy véty vyplyva, Ze pro viechna prvocisla vétsi nez dvé uvedeny vztah skutecné plati a
jelikoZ jim nebylo zndmé zadné slozené Cislo, které by mélo stejnou vlastnost, ucinili jiz zminény chybny
zaveér. V dnesni dobé Ize pomérné snadno zjistit, Ze nejmensi sloZzené Cislo, pro které uvedeny vztah
plati, je 341(= 11 - 31), nebot 234% = 1 (341). Lze dokazat, Ze takovych slozenych &isel (nazyvanych
pseudoprvodisla) existuje nekoneéné mnoho. Na druhé strané Ize ukazat, Ze jejich vyskyt je v porovnani
s prvocisly fidky, tzn. je relativné velka pravdépodobnost, Ze ¢islo s uvedenou vlastnosti bude opravdu
prvocislo. Této skutecnosti vyuZivaji nékteré pravdépodobnostni testy prvociselnosti (Cislo, které timto
testem Uspésné projde je s vysokou pravdépodobnosti, tj. nikoliv nutné, prvocislo).

1.2.6. Reseni kongruenci 1. stupné a jejich soustav
V tomto odstavci se budeme zabyvat Ulohou, ktera ma v oblasti diskrétni matematiky Siroké
vyuziti, totiz freSenim kongruenci. Pro tyto ucely budeme pod pojmem kongruence rozumét vyraz
f(x) =0 (m),
kde m e N —{0,1}je modul,
f(x) = a,x™+...+a;x + a, je nenulovy polynom nad Z,, (tj. Vi a; € Z,;,) anavicm t a,
(Cislo n nazyvdme stupném kongruence).

Hlavnim cilem bude nalézt vSechna x € Z, pro kterd uvedend kongruence plati. V tomto kontextu je
podstatné si uvédomit (dokazte!), ze plati

fxg) =0(m) - VteZ f(xo+mt)=0(m)
a tedy pokud zkoumané kongruenci vyhovuje jisté celé Cislo x,, vyhovuiji ji také vsechna cela Cisla, kterd
jsou s x, kongruentni modulo m, tj. x = x, (m). Z téchto dtvodu je rozumné, a dale tak budeme Cinit,
povazovat za jedno feseni celou zbytkovou t¥idu [x,] = {x, + mt|t € Z}. Zfejmym dasledkem pak je
skutecnost, Ze uvedend kongruence ma nejvyse m reSeni (fadné zdlvodnéte!), kterd Ize nalézt
metodou , hrubé sily“, tj. postupnym dosazovanim cisel 0,1, ..., m — 1. Na druhé strané je cela rada
relevantnich ddvod(, pro které je vhodné znat efektivnéjsi zptsoby reseni. Vzhledem k rozsahu skript
se omezime na metody feseni kongruenci 1. stupné, tj. kongruenci tvaru

ax = b (m)

a pozdéji i jejich soustav.

Tvrzeni
Necht NSD(m,a) = 1. Potom kongruence ax = b (m) ma pro libovolné b € Z pravé jedno feseni.
Toto feseni je tvaru
xo = (=1)"Pp_1b (M),
kde P,_4 je Citatel pfedposledniho pFiblizného zlomku rozvoje ™/, v fetézovy zlomek.
Dukaz.
Z predchozich tvrzeni vyplyva (vzhledem k NSD(m, a) = 1), ze uvedena kongruence ma pravé jedno
feseni pro libovolné b a tedy staci nalézt jediné x, € Z, které ji vyhovuje (feSenim je pak celd zbytko-

vé tiida). Oznaéme §,,_; = Pn—l/Q o Oy = P"/Q = M/, posledni dva pFiblizné zlomky rozvoje "/,
n— n

v fetézovy zlomek. Mezi jejich Citateli a jmenovateli plati jiZ dfive dokazany vztah

BQn-1 — Pp1Qn = (_1)n+1’ tj. mQu_q —aPy_q = (_1)n+1'
tedy
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—aPy_y = (D™ (m), ti. a[(=D)"P,_41b] = b (m).

X0

Jak plyne z ndsledujici pozndmky, ma predchozi tvrzeni zdkladni vyznam pro feSeni obecnych
kongruenci 1. stupné, tj. s libovolnym modulem.

Poznamka - feSeni obecnych kongruenci 1. stupné
UvaZzujme obecnou kongruenci 1. stupné a oznaéme d = NSD(m,a). V situaci, kdy d =1
postupujeme dle predchoziho tvrzeni, proto predpokladejme, Ze d = 2. V tomto pripadé plati:
a) Jestlized t b, potom kongruence ax = b (m) nema feSeni (fadné zdivodnéte!).
b) Jestlize d|b, potom kongruence ax = b (m) ma pravé d nasledujicich modulo m nekon-
gruentnich feseni
X = Xg;Xg +My; ;X9 + (d — D)my (M),
kde x, je jediné FeSeni kongruence a,x = by (my),a, = 4/;,b, = b/d,m1 =M/,
Zdlavodnéte! VyufZijte pravidlo, Ze obé strany kongruence i modul lIze vydélit jejich spolecnym
délitelem, ¢imZz dostaneme kongruenci a;x = b, (m;), kde NSD(m4,a,) = 1. Dle pfedchoziho
tvrzeni ma tato kongruence jediné modulo m; nekongruentni feseni x = x, (m,), které nasledné
vyjadfime pomoci zbytkl modulo m.
Dalsi mozZnost jak vyresit zakladni typ kongruence 1. stupné ndm poskytuje Eulerova véta.
Dokazte, Ze v pripadé, kdy NSD(a, m) = 1 ma kongruence ax = b (m) pravé jedno reSeni tvaru
x = a?M=1p (m).
Pro nékteré specidlni tvary kongruenci Ize nalézt jednodussi a efektivnéjsi zplsoby jejich rfeseni,
nez je vyuziti vySe uvedenych tvrzeni. Napt. naleznéte co nejjednodussi zplsob reseni kongruenci
typu 2Xx = b (m).

Pfiklad
Naleznéte vsechna feSeni kongruence: a) 210x = 57 (385), b) 116x = 60 (148).
Regeni.
ad a) Jelikoz NSD(385,210) = 35 a 35 t 57, nema dana kongruence feseni.
ad b) Jelikoz NSD(148,116) = 4 a 4|60, ma uvedena kongruence ma pravé 4 feseni modulo 148.
Nejprve prevedeme puvodni kongruenci na kongruence s ni ekvivalentni (obéma vyhovuji stejné
mnoziny celych cisel), kterou dostaneme vydélenim obou stran i modulu 4. Dostavame tak
29x = 15 (37),
kde NSD(37,29) = 1 a kterou fesime dle Gvodniho tvrzeni.

i -1 0 1 2 3 4 5
¢ | --- | 1 3 1 1 1 2
P; 1 1 4 5 9 | 14 | 37

Jako Fedeni tak dostavame x, = (—1)° - 14 - 15 (37), tj. x, = 12 (37) a jako Fedeni pGvodni kongru-
ence dostdvame nasledujici 4 feSeni modulo 148
x = 12;49;86;123 (148).

Na zavér tohoto odstavce se budeme zabyvat feSenim soustav kongruenci 1. stupné.
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Tvrzeni - Cinska véta o zbytku
Uvazujme soustavu kongruenci tvaru
x = by (My), ..., x = by (Mmy),
kde Vi # j NSD(mi,mj) = 1. Potom danad soustava ma pro libovolné pravé strany by, ..., by, pravé

jedno feseni modulo M = m; - ...- my,. Toto Feseni je tvaru

x = xo (M),
kde xg = My - My - by + -+ My, - My - by, M; =M/miaMl--l\7ll- =1 (my).
Dikaz.

Vzhledem k definicim &isel M, M;, M; snadno ovéfime (pouhym dosazenim), Ze &islo x, vyhovuje dané
soustavé. Zbyva proto ukdazat, Ze je to jediné feSeni. Oznacme y, libovolné celé Cislo, které dané
soustavé vyhovuje, tj. plati Vi y, = b; (m;). Vime, Ze kazda z kongruenci x = b; (m;),i =1, ..., k ma
pravé jedno feseni modulo m;, tedy Vi y, = x, (m;). Déle si uvédomime, Ze pokud plati kongruence
podle nékolika moduld, plati i podle modulu rovnému nejmensimu spole¢nému nasobku moduld, tedy
Yo = xo (M), coz bylo tfeba dokazati.

Poznamky
Regeni soustavy k kongruenci 1. stupné prevadime na feseni k ,,nezavislych” kongruenci 1. stup-
né, totiz M; - M; =1 (m;), kdei € {1, ..., k}.
Pri feSeni soustavy kongruenci a;x = b; (my), ..., agx = by, (ny,), kde Vi # j NSD(mi,mj) =1
a Vi NSD(a;, m;) = 1 postupujeme tak, Ze kazdou kongruenci vyfesime, ¢imZ plivodni soustavu
prevedeme na ekvivalentni tvar x = ¢; (my), ..., x = ¢ (my). Vzhledem k tomu, Ze Vi # j plati

NSD(mL-,mj) = 1, postupujeme pfi jejim fedeni dle Cinské véty o zbytku.

Priklad
Vyreste nasledujici soustavu kongruenci
3x=4(5),6x=5(7),7x =5(9),11x = 6 (13).
Vysledek zapiste v soustavé nejmensich nezapornych zbytkd pfislusSného modulu.
Reseni
Nejprve soustavu prevedeme na ekvivalentni soustavu majici tvar uvedeny v Cinské vété o zbytku, tj.
x=3(05),x=2(7),x= 2(9),x =10 (13).
Odtud M=4 095,M1 - 819,M1 == 4’,M2 - 585,M2 == 2,M3 - 455,M3 == 2,M4_ - 315,M4 == 9 d
tedy x = 42 338(4 095), coz v soustavé nejmensich nezdpornych zbytkd dava x = 1 388 (4 095).

Pozndmka - aritmetika velkych cisel

Procesory jsou schopny provadét ,efektivni” vypocty s pfirozenymi Cisly, které lze ulozit do paméti
urcité velikosti (napf. 64, 128 bitl). Vypocty s velkymi pfirozenymi Cisly Ize efektivné realizovat pomoci
tzv. modularni aritmetiky, kterd je zalozena na Cinské vété o zbytku. Z této véty vyplyva, ze pokud
mame po dvou nesoudélné moduly my, ..., my, (obvykle tvaru 2™ — 1), Ize kazdé a € {0,1, ..., M — 1},
kde M = m, - ...-my, jednoznacné reprezentovat vektorem (a4, ..., a;), kde a; = (a mod m;), tj.
a; € {0,1, ..., m; — 1}. Tuto k-tici nazyvame modularni reprezentaci ¢isla a. Vypocty se v moduldrni
reprezentaci provadi po slozkdch (vzhledem k jejich velikosti velmi ,,efektivné”) ndsledovné:

Ozna¢me (a4, ..., a; ) modularni reprezentaci Cisla a, (b4, ..., by ) modularni reprezentaci ¢isla b, potom
a + b ma modularni reprezentaci

(a1 + by (My), ..., ay + by (mk))
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ab ma modularni reprezentaci

(a1b1 (my), ..., apby (mk))-
Na zavér poznamenejme, Ze prevody mezi ,,standardni a modularni reprezentaci se provadi pouze na
zacatku a konci vypoctu.

Priklad
Vypoctéte (3b — 2d)(c — a), kde a = 454 545,b = 313 131,¢ = 888 888,d = 171 717.
Redeni.
VyuZijeme nasledujici po dvou nesoudélné moduly
m; =21 -1=2047,m, =2 —1=8191,my = 215 -1 = 32 767.

Moduldrni reprezentace Cisel, se kterymi budeme provadét vypocty, jsou nasledujici

a = (a mod m;,a mod m,,a mod my) = (111,4 040,28 574),

b = (b mod m4,b mod m,,b mod ms3) = (1 987,1 873,18 228),

¢ = (¢ mod my,c mod m,,c mod m3) = (624,2 350,26 845),

d = (d mod my,d mod m,,d mod m3) = (1816,7 897,7 882).
Vlastni vypocet (provadény po slozkach) dava nasledujici vysledky
Prvni slozka vysledku: (3-1987 —2-1816)(624 — 111) = 1376 (2 047).
Druhé slozka vysledku: (3-1873 —2-7897)(2 350 — 4 040) = 2 841 (8 191).
Treti slozka vysledku: (3 -18228 — 2 -7 882)(26 845 — 28 574) = 10 738 (32 767).
Jako moduldrni reprezentaci vysledku tak dostavame (1 376,2 841,10 738).
Poslednim krokem je prevedeni vysledku z jeho modularni reprezentace do ,standardni“, kterou
ziskdme jako Fedeni soustavy x = 1376 (2 047),x = 2841 (8 191),x = 10 738 (32 767).
Aplikaci Cinské véty o zbytku dostavame

(3b — 2d)(c — a) = 258 850 619 937.

Tvrzeni - zobecnéna Cinska véta o zbytku
UvazZujme soustavu kongruenci tvaru
x = by (Mmy), ..., x = b, (My,).
Potom uvedend soustava ma reSeni pravé tehdy, jestlize
Vi # j NSD(m;,m;)|(b; — b;).
Oznacime-linavic M = NSN(m,, ..., my) ac;, d;, i = 1, ..., k takova Cisla, Ze
[M=d,-..-d] A [Vidilm;] A [Vi#jNSD(d; d;)],

Vi [cl = 0( /di)] Al =10y,
potom jediné reSeni soustavy je tvaru
XECl'b1+"'+Ck'bk (M)

Priklad

Vyfeste soustavu kongruenci 7x = 84 (15),7x = 42 (9),7x = 49 (10), 7x = 21 (8). Vysledek zapis-
te v soustavé nejmensich nezapornych zbytkl odpovidajiciho modulu.

Regeni.

Nejprve pGvodni soustavu pfevedeme na ,standardizovany” tvar uvedeny v zobecnéné Cinské vété o
zbytku. Dostavame tak soustavu x = 12 (15),x = 6 (9),x = 7 (10),x = 3 (8).
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Nyni snadno ovéfime, Zze Vi # j NSD(mi,mj)Kbi — bj), tedy dand soustava ma pravé jedno reseni
modulo M = NSN(15, 9, 10, 8) = 360. Jelikoz 360 = 2% -3%-5, lze volitd; = 1,d, =9,d; =5a
d, = 8. Nyni dopocteme Cisla ¢y, ¢, €3, C4 z€ vZtahl

¢t =0B60) Ac;=1(1) > ¢;=0 c, =0(40) A ¢c; =1(9) - ¢, =280

c3 =0(72) A c3 =1(5) - ¢35 =216 ¢, =0(45) A ¢, =1(8) > ¢, =225

Odtudx =0-12+ 2806+ 216-7 + 225-3 = 3 867 (360) a v soustavé nejmensich nezdpornych
zbytkd x = 267 (360).
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1.3. Vybrané algebraické struktury

V této kapitole budou predmétem naseho zdjmu vybrané algebraické struktury, které hraji
dalezitou roli v informacnich technologiich, zejména pak v oblasti Sifrovani a kodovani. Algebraickou
strukturou budeme rozumét neprazdnou mnozinu (tzv. nosic algebry), na které je definovana alespon
jedna operace. Algebraickou strukturu tak tvofi napf. mnoZina celych Cisel Z s operaci sCitani + a
nasobeni - (tvofi eukleidovsky obor integrity) nebo mnoZina Z,, (p prvocislo) s operacemi sCitani a
nasobeni modulo p (tvofi téleso). Smyslem pak je, zjednodusené feceno, zkoumat obecné vlastnosti
spole¢né jednotlivym typlm algebraickych struktur. Nejprve vsak podame presnéjsi vymezeni
(definice) zakladnich pojmd.

Definice — binarni operace na mnoziné
Necht A # @ je mnoZina. Zobrazeni *: A> — A nazveme binarni operaci na mnoziné A.

Poznamky
Pro operaci budeme poufZivat také zapis *: (a,b) — a = b, kde prvky a, b nazyvdme operandy a
prvek a * b vysledek operace.
Binarni operaci budeme obvykle znacit nékterym z nasledujicich symboll + nebo - . V pfipadé
symbolu + mluvime o séitani, resp. o aditivnim zapisu operace a piSeme a + b.
V pripadé symbolu - mluvime o nasobeni, resp. o multiplikativnhim zapisu operace a piSeme a - b,
resp. ab (tj. vynechame symbol -).

Definice — uzavienost mnoZiny vzhledem k operaci
Necht  je bindrni operace na @ = A a @ # B € A. Rekneme, 7e mnoZina B je uzavfend vzhledem
k operaci *, jestlize Va,b € B platia * b € B.

Poznamka

MnoZina pfirozenych cisel je uzaviena vzhledem k operaci scitani, ale jeji podmnoZzina vsech lichych
pfirozenych cCisel neni uzaviena vzhledem ke scitdni. Dale napf. mnoZina celych Cisel je uzaviend
vzhledem k odcitani, ale jeji podmnozina pfirozenych cisel neni uzaviena vzhledem k odcitani.

Definice - zakladni vlastnosti binarnich operaci
Necht * je bindrni operace na mnoziné A.
a) Rekneme, Ze operace * je asociativni, jestlize
Va,b,c€A (axb)*c=ax(bx*c).
b) Rekneme, Ze operace * je komutativni, jestlize
Va,b €A axb=0>b=x*a.
c) Rekneme, Ze operace * ma neutralni prvek, jestlize
de€AVa€A axe=ex*xa=a.

Prvek e nazyvame neutralni prvek operace *.

d) Rekneme, 7e prvek a € A je symetrizovatelny, jestlize operace * ma neutralni prvek e a plati
dJa€A axa=axa=e.
Prvek a nazyvame prvkem symetrickym k prvku a (vzhledem k operaci *).
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Tvrzeni

Necht * je bindrni operace na mnoziné A. Potom plati:

a) Operace * ma nejvyse jeden neutralni prvek.

b) Je-li * asociativni operace s neutralnim prvkem e, potom ke kazdému prvku existuje nejvyse jeden
prvek symetricky. Navic, pokud k prvkim a, b existuji symetrické prvky @, b, existuje také symetricky

prvekka *baplatia*b = b *a.

Dukaz.

a) Necht e, e, € A jsou neutralni prvky a uvazujme ey * e,. Vyuzijeme-li neutrality e;, dostdvame

e, * e, = ey, vyuZijeme-li neutrality e,, dostavdme e; * e, = e, tedy e; = €.

b) Necht @, a € A jsou prvky symetrické k a € A. Zfejmé plati
a=axe=ax(axa)=(aA*xa)xa=exa=a.

Navic (a *b) * (a * b) = (a*b)*(5*6)=a*(b*5)*&= (axe)sa=axa=e.

Poznamky

V pripadé aditivniho zapisu operace mluvime misto o neutralnim prvku o nulovém prvku (znacime
0),tj.platid0 e AVae A a+ 0 =0+ a = a.Misto o symetrickém prvku mluvime o opacném
prvku (znacime —a), tj. platia + (—a) = (—a) + a = 0. Déle pouzivdme zkracené zapisy:

a — b misto obsirnéjsiho zapisu a + (—b),

n X a, kden € N misto zapisu a + -+ + a (tj. soucet n prvkd a), specialné 0 X a = 0,

(—n) X a, kde n € N misto zépisu (—a) + - + (—a) (tj. soucet n opacnych prvkl —a).
V pripadé multiplikativniho zapisu operace mluvime misto o neutralnim prvku o jednotkovém
prvku (zna¢ime 1), tj. plati 31 € AVa€A a-1=1-a = a. Misto o symetrickém prvku pak

1.a =1. Déale pouzivdme

mluvime o inverznim prvku (zna¢ime a™!), tj. plati a-a ! =a”
zkracené zapisy:
a", kde n € N misto zapisu a - ...- a (tj. soudin n prvka a), specidlné a® = 1,

L. ..-a 1 (. soudin n inverznich prvka a™1).

a ", kden € N misto zapisu a”
V pripadé, Ze operace nasobeni je komutativni, Ize pouZit zapis %, resp. a/b' nebot ab™! = b~ 1a.

Opét pfipomenme, Ze znak - budeme v zdpisu, kde nehrozi nedorozuméni, bézné vynechavat.

1.3.1. Grupy

Grupa (zavedl| Evariste Galois, 1811-1832) je nejdulleZitéjsi algebraicka struktura s jednou
bindrni operaci. V nasledujici ¢asti se sezndmime pouze s nejelementarnéjsimi pojmy a vysledky.

Definice - grupa
Necht * je binarni operace na mnoziné G # @ (tzv. nosi¢ grupy) s vlastnostmi:

Va,b,c€G (axb)*xc=ax(bxc) ... asociativita
Jdee€eG Va€elG a*xe=exa=a ... existence neutrdlniho prvku
Vae(G daeEG a*xa=axa=e ... Symetrizovatelnost

Potom usporadanou dvoijici (G, * ) nazyvame grupou.

Je-li operace * komutativni, tj. Ya,b € G a *b = b * a, potom mluvime o komutativni, resp. o
abelové grupé (abelova grupa = komutativni grupa; pojmenovano Camille Jordanem na pocest
norského matematika Niels Henrik Abela, 1802-1829).
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V navazujici ¢asti budeme grupovou operaci obvykle znacit bud symbolem - a mluvit o multipli-
kativni grupé (G,"), nebo + a mluvit o aditivni grupé (G, +).
Priklady aditivnich grup:
(Z,+) ... aditivni grupa celych cisel,
(Zy, +) ... aditivni grupa (nejmensich nezapornych) zbytkt modulo m, + je s¢itani modulo m,
(Q,+) ... aditivni grupa racionalnich &isel,
(R,+) ... aditivni grupa realnych Cisel,
(C,+) ... aditivni grupa komplexnich &isel.
Priklady multiplikativnich grup:
(Zy,, *) ... multiplikativni grupa redukovanych zbytk( modulo m, - je nasobeni modulo m,
(Q — {0}, -) ... multiplikativni grupa nenulovych racionalnich &isel,
(R — {0}, ) ... multiplikativni grupa nenulovych realnych Cisel,
(C — {0}, *) ... multiplikativni grupa nenulovych komplexnich &isel.
V obou pfipadech jde o komutativni grupy.

Definice — podgrupa
Necht (G,) je grupaa @ # H € G. Rekneme, 7e (H,") je podgrupa grupy (G,), piseme (H,) 2 (G,),
resp. jen H < G, jestlize H je uzaviend vzhledem k operacim grupy G, tj. platiVa,b € H ab™! € H.

Poznamky
Ovéite, 7e disledkem vlastnosti Va,b € H ab~! € H uvedené v definici podgrupy je platnost:
(1eH)AN(a€H - aleH) A (a,beEH - ab€H).
Je-li (G,”) grupa, potom jeji nejmensi podgrupou je ({1},") a nejvétsi (G,)). Tyto podgrupy se
nazyvaji nevlastni podgrupy, vSechny ostatni se oznacuji jako vlastni podgrupy.
Pocet prvkl grupy, resp. podgrupy, nazyvame radem grupy, resp. fddem podgrupy a pouzivame
znaceni |G| nebo ord(G).
Je tfeba zdUraznit, Ze operace podgrupy je totoZnd s operaci grupy a proto napt. (Z,,, +) neni
podgrupa (Z, +) ato presto, Ze Z,,, € Z. Ze stejnych dlivodl pak (Zs, +) neni podgrupou (Z;,, +).

Tvrzeni
Necht (H,) < (G,") a ~ relace na G definovand vztahem
V91,92 € G platig;~g, © g1'g, € H.

Potom plati:  a) ~ je ekvivalence na G,

b) [g] = gH = {gh|h € H},

) V91,92 € G 1911 = 1g2l.
Dikaz.
a) Reflexivita: Vg € G g~'g = 1 € H, tedy g~g; symetrie: pokud g;~g,, je g1 1g, € H atedy i
(911927 = 92191 € H — gp~gy; tranzitivita: g1~g, A gp~gs, tedy g1 g, € H A g3 g3 € H,
protoi (91'92)(g2"93) = 91" (92921)95 = 91" 93 € H, ti. g1~9s.
b) g, € [g], pravé kdyz g~g, € H,tj.3h € H g g, = h,tj. g, = gh € gH.
c) Uvazujme zobrazeni ¢: [g;] = g.H - [g.] = g,H definované vztahem Vh € H ¢(g,h) = g,h.
Nyni staci vyuZzit skuteénosti, Ze H 2 Ga nahlédnout, Ze ¢ je vzdjemné jednoznaéné zobrazeni g; H
na g, H (cviceni).
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Poznamky
Pfipomenme, Ze ekvivalence na mnoziné definuje jeji rozklad. V pripadé vyse definované
ekvivalence ~ mluvime o rozkladu grupy G podle podgrupy H a zna¢ime ho G/H'
Snadno ovéfime, Ze jediné vlastni podgrupy aditivni grupy (Z, +) jsou prévé vsechny celoCiselné
nasobky pevné daného &islam € N*, tj. (mZ,+) 2 (Z,+), kde mZ = {mt|t € Z}. Aplikujeme-li
nyni vyse uvedené tvrzeni, vidime, Ze relace ~ je definovana vztahem k~l & k—1 € mZ.
V tomto ptipadé jde o nam jiZ dobfe zndmou relaci =,,, byti kongruentni modulo m. Misto zapisu

7 wr 2 - . " . L eves
/mZ pouzivame dfive zavedené znaceni Z,;, a mluvime o zbytkovych tfidach modulo m.

Definice — index podgrupy
Necht H 2 G, potom pocet tfid rozkladu G/H nazyvame index podgrupy H v grupé G a znacime ho
[G:H].

Tvrzeni (Joseph Luis Lagrange, 1736-1813)

Necht G je kone¢nd grupaa H < G. Potom plati |G| = [G: H] - |H]|.

Dukaz.

Vzhledem k definici indexu podgrupy a jiz dokazané skutecnosti, Ze vSechny tfidy rozkladu G/H maji

stejnou mohutnost, je tvrzeni ziejmé.

V dalsi ¢asti se velmi strucné sezndmime s dalezitou tfidou grup, totiz s cyklickymi grupami. Jde o grupy
s jednoduchou strukturou, které se Casto vyskytuji napf. v oblasti Sifrovani a kddovani.

Tvrzeni

Necht (G, -) je grupa, g € G. Potom mnozina (g) = {g"|n € Z} je uzavienad na soudin, inverzi,
obsahuje jednotkovy prvek a tvofi proto podgrupu grupy G, tj. (g) 2 G.

Dukaz.

Stagi si uvédomit nasledujici: g"g™ = g"*™, g% = 1,(gM) "t =g™

Definice — cyklicka grupa/podgrupa

Necht (G, -) je grupa, g €G.

a) Podgrupu ({g), -) definovanou v predchozim tvrzeni nazyvame cyklickou podgrupou grupy (G, -).
b) Grupu (G, -) nazyvame cyklickou, jestlize 3g € G takovy, Zze G = (g).

Vyse zminény prvek g € G nazyvdme generdtorem grupy, resp. podgrupy.

Poznamky
Kazda cyklicka grupa (zfejmé i jeji podgrupa) je komutativni.
(Z,+) je cyklicka grupa majici pravé dva generdtory -1 a 1,tj. (Z,+) = ({(1),+) = ({(—1),+).
(Zn, +) je cyklicka grupa a plati (Z,,, +) = ((k), +) pravé kdyz NSD(k,m) = 1,
tj. generatorem je libovolny prvek k € Z,,, ktery je nesoudélny s modulem m.
Multiplikativni grupa (Z;,, - ) je cyklicka pravé tehdy, kdyz m € {2, 4, p¥, 2pk|k € N*}, kdep je
liché prvocdislo.
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Tvrzeni
Necht (G, -) je cyklicka grupa s generatorem g. Potom plati:
a) Kazda podgrupa cyklické je opét cyklicka.
b) Je-li |G| = m, potom
- 6={¢°=1,g,...,g™1}

g¥=g" o k=1m),

G = (g*) & NSD(k,m) =1,

Je-li k € N libovolné takové, 7e k|m potom existuje jedind podgrupa Fadu k. Zadné jiné

podgrupy grupa G neobsahuje.

Definice - izomorfismus
Rekneme, Ze grupy (G;, *1),(G,, ;) jsou izomorfni (pideme G; = G,), jestlize existuje vzdjemné

1-1
jednoznaéné zobrazeni ¢:G; — G, takové, Ze Vg;,hy € G; (911 M) = @(g1) 2 (hy).
Zobrazeni ¢ nazyvame izomorfismus grup G, G,.

Poznamky
Izomorfismus grup lze chapat jako jejich rovnost, kdy se obé grupy lisi pouze formalné (napf. maji
jinak znacené prvku, grupovou operaci apod.).

Grupa (G;, *1) s nosi¢em G, = {1,—1,i,—i,j,—j, k, —k} a operaci nasobeni danou tabulkou
1 -1 i -1 j - k -k
1 1 -1 i -I j -j k -k

N

1
1
—_
—_
= L.
1
=~
<
~

je izomorfni s grupou (G, *3) s nosi¢em

=005 2G5 (DL ) b=

operace -, je nasobeni matic.
Vyse uvedena grupa je nekomutativni (napf. ij = —ji = k, jk = —kj = i, ki = —ik = j) a nazyva
se grupa kvaterniond.

Tvrzeni

a) Kazda koneéna cyklickd grupa fadu m je izomorfni s grupou (Z,,,, +).
b) Kazda nekonecna cyklicka grupa je izomorfni's grupou (Z, +).

¢) Kazda grupa prvociselného radu je cyklicka.

Dukaz - cvi¢eni pro ¢tenare (v ¢asti c) vyuZijte Lagrangeovo tvrzeni).

Dalsim dllezitym prikladem grup jsou tzv. symetrické, resp. permutacni grupy. Pro jejich definici vSak
potfebujeme mit zaveden pojem permutace.
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Definice - permutace
Necht A je n-prvkovd mnoZina, tj. |A| = n. Potom permutaci na mnoZiné A rozumime libovolné
vzajemné jednoznacné zobrazeni A na A.

Poznamky
Permutaci na mnoziné A lze interpretovat jako usporadani prvki mnozZiny A, presnéji jako
libovolnou uspofddanou n-tici tvofenou pravé vsemi prvky mnoZziny A.
Permutace budeme znacit symboly , p, 0, ... a pro jejich z4pis budeme vyuzivat tzv. dvourddkovy
zapis (pozdéji také zapis ve tvaru soucinu obvykle disjunktnich) cykl).
Dvoutadkovy zépis permutace na mnoziné A = {1,2, ...,n} ma tvar

_ < 1 2 e n )
") r@) ()
kde horni radek obsahuje vzory a dolni fadek obsahuje jim odpovidajici obrazy. Je zfejmé, Ze pfi

zapisu permutace neni podstatné poradi sloupcll, podstatné je pouze pfirazeni obraz(i vzoram.

12345)’(31524

34251/°\2314 5) definuji stejnou permutaci.

Z tohoto pohledu napf¥. zapisy (

Oznacime-li S,, mnoZinu vSech permutaci na n-prvkové mnozing, Ize na S,, definovat operaci nasobeni
n n
permutaci i, p € Sy, jako sklddani zobrazeni, tj. ndsledovné:

L2
= (on(1) o(x@) - p(rw)

Je-linapf.m = (é é i 421 i), = (; i g i g), dostavame mp = (é g 3 iz),pn = (; é i AZL i)
Nyni snadno ovéfime (permutace je vzajemné jednoznacné zobrazeni), ze (S,," ) je grupa, tj. plati:
yvm,p,T€S, (m-p)-t=m-(p-1), (asociativita)
i)lide S, VreS, id-n=n-id =m, (existence jednotkového prvku)
iiyvreS,an"tes, n-nl=n"t-mw=id. (existence inverzniho prvku)
Konkrétné id = (1 % Z) ajelim= (7‘[(11) 7_[(22) nzln))' potomm~! = (”(11) ”(22) T[Eln))

12345

12345 1_(43251)_(12345)_

Napf. prom = ( ) dostdvame ™+ = 53214

12345

Definice — symetricka/permutaéni grupa
Grupu (S,,) nazyvdme symetrickou grupou na n-prvkové mnoziné. Kazdou podgrupu grupy (S,,")
nazyvame permutacni grupou.

Poznamka
Symetrickd grupa (S,,,7) je fadu n! a pron = 3 neni komutativni.

Tvrzeni — Cayleyova véta (Arthur Cayley, 1821-1895)

Kazda konecéna grupa (G, ) fadu n je izomorfni s néjakou permutaéni grupou, tj. podgrupou (S,,,").
Dukaz.

Va € G definujme zobrazeni m,:G — G vztahem Vg € G m,(g) = ga. Zobrazeni i, jsou vzajemné
jednoznacné a tedy definuji permutace na G (fadu n), kterd zfejmé tvori podgrupu (S,,).
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Nyni se kratce vratime k zapisu permutaci pomoci tzv. cyklG. Jde o prehledny a efektivni zpUsob zapisu
permutaci, ktery se pouZiva v celé radé aplikaci (transpozicni Sifry, Pélyaova enumeracni metoda atd.).

Definice - cyklus
Rekneme, e permutace € (S,,,") je cyklus délky k, jestlize:

i) 3{iy, .., i} S {1, ..., n} takovd, Ze Vj € {1, ...,k — 1} (n(;) = ij41) A (m(iy) = iy),
i) Vi & {iy, .., 0} w(i) =1i.
V tomto ptipadé pisSeme © = (iy, ..., i). Specialné, cyklus délky 2 se nazyva transpozice.
12345678

57324681
obsirn&jim = (1,5,4,2,7,8)(3)(6).

Napt. permutace T = ( )je cyklus délky 6 a zapisujeme ho = (1,5,4,2,7,8), resp.

Poznamky
Je dobré si uvédomit, Ze z definice cyklu vyplyva, Ze jeho zapis neni jednoznacny. Lze ho totiz
interpretovat jako umisténi prvk( uspofadané k-tice (i, ..., i) na kruZnici. Zjednodusené receno,
nezalezi na tom, kde cyklus zacina, ale na tom, jaky prvek nasleduje za danym prvkem pfi pohybu
(napf. ve sméru hodinovych rucicek) po kruznici. Z tohoto pohledu napf. plati
1,54,2,7,8) = (8,1,54,2,7) = (7,8,1,54,2) = (2,7,8,1,5,4) = (4,2,7,8,1,5) = (5/4,2,7,8,1).
Cyklus je specidlni permutace a proto Ize cykly nasobit.
Napt. (1,5,3,2)(4,3) = (1,5,4,3,2), kdezto (4,3)(1,5,3,2) = (1,5,3,4,2).
Rekneme, 7e cykly m,p €S,, kde m = (iy,...,ix),p = (i, -.,j;) jsou disjunktni, jestlize
{i, v, i3 N1, e ji} = 9.

S vyhodou se vyuziva ziejma skutecnost, Ze soucin disjunktnich cykld je komutativni!

Tvrzeni

i) Kazdou permutaci lze zapsat, aZ na pofadi jednoznacné, ve tvaru soucinu disjunktnich cykld.

ii) Kazdy cyklus Ize zapsat ve tvaru soucinu transpozic s tim, Ze toto vyjadreni neni jednoznacné,
nicméné plati, Ze kazdy cyklus, resp. permutaci lze zapsat vZdy pouze jako soucin sudého, nebo lichého
poctu transpozic.

Poznamky
Identicka permutace id € S,, ma jako soucin disjunktnich cykld zapis id = (1)(2) ... (n).
Je-lim = (iy, iy, ..., ik—1, ix) cyklus, potom ™1 je také cyklus a ma tvar ™ = (iy, ix—1, -, iz, i1).
Napft. (1,5,4,3,2)"t = (2,3,4,5,1). Navic, kaZda transpozice je ziejmé inverzni sama k sobé&, tedy
(i1, i) 71 = (iy, ).
Cyklus (iy, iy, i3, ..., i) |ze zapsat ve tvaru soucinu transpozic nasledovné
(g, L) U3, oo, I = (U, 02) (i, B3) = v (g, Bk

Je-li T permutace zapsand ve tvaru disjunktnich cykli, potom inverzni permutace 7!

ma tvar
soucinu inverznich cykld tvoficich permutaci i (vzhledem k jejich disjunktnosti nezaleZi na jejich
poradi).

123456789

9c2cra31 8) — (198)(2573)(46) dostévame -1 = (891)(3752)(46).

Napf. prom = (
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Definice — sud3, licha permutace
Permutaci nazveme sudou, jestliZe ji Ize zapsat ve tvaru soucinu sudého poctu transpozic. Ostatni
permutace nazyvame liché.

Poznamky

Snadno se presvédcime, Ze soucin sudych permutaci je opét suda permutace, inverzni permutace
k sudé je také suda a identita je suda (0 transpozic). Oznacime-li tedy A,, mnoZinu vSech sudych
permutaci na n-prvkové mnozing, je ziejmé, Ze A,, je uzaviend vzhledem k ndsobeni permutaci a
tedy (4,,") 2 (5,,"). Grupa (4,,") se nazyva alternujici grupa, je fadu n!/z (polovina permutaci je
sudych a polovina lichych) a pron = 4 je nekomutativni.
Dulezité priklady permutacnich grup jsou tzv. dihedralni grupy D,,,n = 2, které popisuji prostoro-
vé symetrie pravidelnych n-uhelnikl (jejich vrcholy pro tyto ucely ocislujeme 1, ..., n). Dihedralni
grupa D, je fadu 2n (obsahuje n otoéeni a n osovych symetrii).
Symetrie obdélnika (vrcholy Cislujeme 1, 2, 3, 4) tvofi tzv. Kleinovu ¢tyrgrupu (Felix Klein, 1849-
1925). Obsahuje nasledujici permutace:

(13)(24) ... otoceni o 180°,

(1)(2)(3)(4) ... otoceni o0 360°,

(12)(34) ... pteklopeni kolem osy prochazejici stfedy stran 12 a 34,

(14)(23) ... preklopeni kolem osy prochazejici stfedy stran 14 a 23.

Priklad
Dihedralni grupa D, popisuje prostorové symetrie ¢tverce (vrcholy olislovany 1, 2, 3, 4), tj. obsahuje
permutace popisujici otaceni a osovou symetrii.
Permutace popisujici otaceni ctverce:

(1234) ... otoceni 0 90°, (13)(24) ... otoleni 0 180°,

(1432) ... otoceni o 270°, (1)(2)(3)(4) ... otoceni o0 360° (identita).
Permutace popisujici osové symetrie Ctverce (pfeklopeni kolem 4 os symetrie):

(14)(23) ... pteklopeni kolem osy prochdazejici stfedy stran 14 a 24,

(12)(34) ... preklopeni kolem osy prochazejici stfedy stran 12 a 34,

(1(3)(24) ... preklopeni kolem osy vedouci vrcholy 1 a 3,

(13)(2)(4) ... preklopeni kolem osy vedouci vrcholy 2 a 4.

Nyni se kratce seznamime s vybranymi algebraickymi strukturami, které maji dvé binarni operace
standardné oznacované + a -

1.3.2. Okruhy, obory integrity

Definice — okruh
Necht +, - jsou dvé binarni operace na mnoziné A # @ (nosi¢ okruhu) takové, Ze:
Va,b,c€A (a+b)+c=a+ (b+0),
Va,beA a+b=>b+a,
3J0€eAVaeA a+0=0+4+a=naq,
VaeAd—a€A (—a)+a=a+(—a)=0,
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tj. (4, +) tvori abelovu grupu, dale

Va,b,c € A (ab)c = a(bc),

d31€AVa€eA la=al =a,

Va,b,c€A (a+b)c=ac+bc A alb+c)=ab+ac,
potom usporadanou trojici (4, +, - ) nazyvame okruhem.

Poznamky
Priklady ddlezitych okruhu: (Z,+, -), (Zm, +, -),(Q,+, =), (R, +, -),(C,+, -),(M,,+, ), kde
M, je mnoZina vSech realnych/komplexnich ¢tvercovych matic radu n.
Z vlastnosti okruhovych operaci +, - Ize odvodit vSdeobecné zndmou vlastnost nulového prvku

VaeA Oa=a0=0.

JelikoZz 0 = 0 + 0 dostavame Oa = (0 + 0)a = 0a + 0a. Nyni k obéma stranam p¥i¢teme opacny
prvek —(0a) a dostadvame 0 = Oa.
Je tfeba upozornit, Ze v okruhu obecné neplati ab =0 - (a =0) VvV (b = 0) a mohou tedy v
nékterych okruzich existovat prvky a, b takové, ze (ab = 0) A (a # 0) A (b # 0). Napt. v okruhu
(Z1,,+, -) dostdvéime 3-4 = 0,66 = 0 apod.
V pripadé, Ze okruhova operace nasobeni je komutativni, mluvime o komutativnim okruhu.
Vsechny vyse uvedené okruhy, kromé (M,,, +, -) jsou komutativni.

Definice — délitel nuly
Necht (4, +, ) je okruh. Rekneme, 7e prvek a € A je délitelem nuly, jestlize 3b € A — {0} takové, 7e
a-b = 0. Je-li navic a # 0, mluvime o vlastnim déliteli nuly, jinak o nevlastnim déliteli nuly.

Snadno se presvédcime, Zev (Z14,+, *)jsou2,3,4,6,8,9, 10, 12, 14, 15, 16 vlastni délitele nuly (0 je
nevlastni délitel nuly).

Definice — obor integrity
Necht (4, +, -) je komutativni okruh (tj. operace ndsobeni je - komutativni), ktery nema vlastni délitele
nuly, tedy
Va,b€A (ab=0) » (a=0)Vv(b=0)
potom fekneme, ze (4, +, *) je obor integrity.

Definice - charakteristika
Necht (4, +, ) je obor integrity. Nejmensi p € N* takové, Ze p X 1 = 0 nazveme charakteristikou
oboru integrity (4, +, - ). JestliZe takové p neexistuje, mluvime o oboru integrity charakteristiky 0.

Poznamky
Pfipomenme, Ze p X 1 je zkraceny zapis za soucet p prvku 1.
Snadno se presvédcime, Ze:
(Zp, +, - ), kde p je prvocislo, je obor integrity charakteristiky p,
Z,+, -),Q,+, -),(R,+, -),(C,+, -) jsou obory integrity charakteristiky 0.
Je-li m Cislo sloZzené, potom (Z,,,, +, - ) je okruh, ktery neni oborem integrity.
(vlastnimi déliteli nuly jsou Cisla soudélnd s m)
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Tvrzeni

Kazdy obor integrity ma prvociselnou charakteristiku, nebo charakteristiku nula.

Dikaz.

UvaZzujme obor integrity a oznatme p nejmensi kladné pfirozené Cislo takové, Zze p X 1 = 0 (pokud
neexistuje, jde o charakteristiku O, jinak zfejmé p = 2). Pokud p neni prvocislo, lze psat p = nm, kde
2<nm<p,aplatipx1=nmx1=(nx1)(m x1).Vzhledem k tomu, Ze obor integrity nema
vlastni délitele nuly, dostdvame (n X 1 = 0) V (m X 1 = 0). Spor s volbou p jako nejmensi takové, ze
px1=0.

Definice - Eukleidovska norma oboru integrity
Necht (4,+, ) je obor integritya 6: A — {0} — N je funkce takova, Ze:
a)Va,b € A — {0} &(a) < 6(ab),
b)Va,b € A,b # 0 3q,r € Atak, Ze a = bq + r, kde bud'r = 0, nebo §(r) < §(b).

Definice — Eukleidovsky obor integrity
Obor integrity (4, 4+, *) nazveme Eukleidovsky, jestlize na (4, +, ) existuje Eukleidovskd norma.

Poznamky
(Z,+, ) je Eukleidovsky obor integrity, kde absolutni hodnota je Eukleidovska norma.
V kazdém Eukleidovském oboru integrity lze pro nalezeni nejvétsiho spolecného délitele vyuzit
Eukleidav algoritmus.

1.3.3. Télesa, polynomy nad télesy

Definice — téleso

Necht +, - jsou dvé binarni operace na T # @ (nosi¢ télesa) takové, ze (T, +) tvofi abelovu grupu,
(T — {0}, -) tvofi abelovu grupu a plati distributivni zdkony. Potom uspofadanou trojici (T,+, *)
nazyvame télesem.

Poznamky
JelikoZz kazdé téleso je oborem integrity, je pojem charakteristika pouzivan také u téles a proto
kazdé téleso ma prvociselnou charakteristiku, nebo charakteristiku 0.
Snadno se presvédcime, Ze kazdy konecny obor integrity je téleso (tedy ke kazdému nenulovému
prvku existuje prvek inverzni). Jako pfiklad Ize uvést (Zp, +, - ), kde p je prvocislo.
(Z,+, ) je ptiklad nekonetného oboru integrity, ktery neni télesem, kdezto (Q,+, ), (R, +, *),
(C,+, -) jsou priklady nekonec¢nych obor( integrity, které télesem jsou.
Podle poctu prvkd nosice rozdélujeme télesa na konec¢na a nekonecna.
Napf. (Q,+, ) ... nekonelné téleso raciondlnich ¢isel charakteristiky 0,
(R,+, *) ... nekonecné téleso realnych Cisel charakteristiky O,
(C,+, *) ... nekonecné téleso komplexnich ¢isel charakteristiky O,
(Zp, +, - ) ... konecné téleso (p je prvocislo) charakteristiky p.
Pozor - (Z,+, -) neni téleso, ale pouze eukleidovsky obor integrity (charakteristiky 0).
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Zjednodusené receno, télesa lze povaZovat za algebraické struktury, ve kterych Ize pocitat tak, jak
je ,,obvyklé“, tj. obé operace maiji vlastnosti, na které jsme zvykli (asociativita, komutativita,
distributivita, Ize odditat i délit nenulovymi prvky).

Definice - izomorfismus téles
Rekneme, Ze télesa (Ty,+4, *1), (T2, +5, *2) jsou izomorfni (pieme T; = T,), jestlize existuje

1-1
vzajemné jednoznacné zobrazeni ¢: T; — T, takové, Ze:

Va,b € Ty plati [p(a +1 b) = ¢(a) +, (B)] A [p(a -1 b) = @(a) -, @(b)].
Zobrazeni ¢ nazyvdme izomorfismus téles Ty, Ts.

Definice - podtéleso, rozsifeni télesa
Necht (T, +, -) je téleso a @ = K S T. Rekneme, 7e (K, +, *) je podtéleso télesa (T, +, - ), piseme
(K,+, )2 (T,+, ), resp.jen K 2 T, jestlize mnoZina K je uzaviena vzhledem k operacim télesa T,
tj. plati:

Va,beK a—b€EK,

Va,b € K —{0} ab l€K.
V tomto pfipadé také fikame, Ze téleso T je rozsifenim télesa K a piSeme T /K.

Poznamky
Napf. (Q,+, )2 (R,+, -)2(C,+, ), tedy téleso redlnych C¢isel je rozsifenim télesa
racionalnich Cisel, téleso komplexnich Cisel je rozsifenim télesa redlnych Cisel.
Snadno ovéfime, ze pokud (Ky,+, -) a (K,, +, - ) jsou podtélesa télesa (T, +, - ), potom
(K1 NK,,+, *) je podtéleso (T, +, -).

Definice — prvotéleso
Necht (T, +, -) je téleso. Prlnik vSech jeho podtéles nazyvdme prvotéleso télesa (T, +, ).

Poznamky
Prvotéleso télesa charakteristiky O je izomorfni s télesem raciondlnich Cisel. Specidlné - téleso
racionalnich Cisel je prvotéleso télesa redlnych i komplexnich Cisel.

Hlavnim cilem nasledujici ¢asti je najit vSechna konecna télesa. Z tohoto dlivodu je nutné nejprve
zformulovat nékteré elementarni vysledky o polynomech.

Definice - polynom

Necht (T,+, -) je téleso, ay, a4, ...,a, € T,a, # 0,x & T. Potom vyraz ag + a;x + -+ + a,x" nazy-
vame polynomem stupné n (v neurcité x) nad télesem T. Polynom, jehoZ vedouci koeficient (koeficient
u nejvy$si mocniny x, tj. a,,) je roven 1 se nazyva monicky polynom.

Poznamky
Polynomy budeme znacit f(x), g(x),r(x), q(x) apod. Symbolem T[x] pak oznaime mnoZinu
vsech polynom{ (v jedné neurcité x) nad télesem T.
Rovnost polynomd f(x) = Y%, a;xt, g(x) = X7, b;x* definujeme nésledovné
f)=gkx) & (n=m) A (Vie{0,...,n} a; = by).
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V tomto kontextu je tfeba upozornit na rozdil mezi polynomem a funkci, kterou tento polynom
definuje. Rtzné polynomy totiz mohou definovat stejné funkce. Nap¥. pro f(x), g(x) € Z3[x], kde
fx)=2x34+2x+1,9(x) = 2x* + x%2 + x + 1plati Vn € Z; f(n) = g(n), tedy definuji stej-
nou funkci, ale rlizné polynomy.

Stuperi polynomu f(x) budeme znacit st(f), resp. st(f(x)) a pfipomefime, Ze je roven nejvyssi
mocniné, u které se vyskytuje nenulovy koeficient. Polynomy stupné O jsou pravé vsechny
nenulové prvky télesa T, tj. polynomy a, # 0 (nenulové ,konstanty”). Nulovy polynom je roven
nulovému prvku 0 € T, pricemz jeho stupen bud nedefinujeme, nebo definujeme roven —1.

Definice - hodnota, kofen polynomu

Necht f(x) = Y1, a;x" je polynom nad télesem T. Potom hodnotu polynomu f(x) v bodé b € T
znacime f(b) a definujeme vztahem f(b) = Y™, a;b'.

Koten (nulovy bod) nenulového polynomu f(x) € T[x] je definovan jako libovolné b € T takové, ze

F(b) = 0.

Poznamky
Je-lib €T, f(x) € T[x], potom ziejméi f(b) €T.
Pro vypocet hodnoty f(b) polynomu f(x) = X", a;x’ vyuzivdme obvykle Hornerovo schéma,

které je zaloZeno na vztahu
f) =Y oab' = (..((anb + an_1)b + an_y)b + -+ a,)b + ao.
Vypocet pak zapisujeme do nasledujici tabulky

b an Ap_1 a, ao
0 P,b P,b P.b
Z Pn=an Pn_1=Pnb+an_1 e P1=P2b+a1 P0=P1b+a0=f(b)
Priklad
Pro f(x) € R[x], kde f(x) = 5 + 4x — x3 + 3x* — 2x5, urcete £(0,5).
0,5 -2 3 -1 0 4 5
0 -1 1 0 0 2
3 2 2 0 0 4 | 7=F(05)
Pro f(x) € Zs[x],kde f(x) = 3 + 2x2 + x3 + 2x5,b = 3 dostavadme nésledujici
3 2 0 1 2 0 3
1
3 2 1 4 4 2 4=f(3)

Nyni na mnoZziné T[x] nadefinujeme (vieobecné znamé) operace s¢itani a nasobeni polynomf.
Necht f(x), g(x) € T[x], kde f(x) = ¥, a;xt, g(x) = X, b;x'. Potom:

FQ) + g(x) = Zrext DD q, 1 pad,
f)-glx) = f(t:({;)“t(g) crx¥, kde ¢, = YK a;by_;.

Zfejmé plati (zdavodnéte): st(f + g) < max{st(f),st(g)}, st(f - g) = st(f) + st(g).
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Tvrzeni

Necht (T, +, -) je téleso. Potom (T[x],+, *) je Eukleidovsky obor integrity.

Dukaz.

Jelikoz T je téleso, snadno ovéfime, ze (T[x],+, -) je obor integrity, kde Eukleidovskou normu
definujeme jako stupen polynomu. Z nasledujici véty o déleni polynom( se zbytkem vyplyva, Ze jde
skutec¢né o Eukleidovskou normu.

(poznamenejme, ze (T[x], +, *) nemuze byt téleso, nebot k polynomu f(x) = x neexistuje inverzni
prvek)

Tvrzeni — véta o déleni polynomti se zbytkem
Necht (T, +, -) je téleso, f(x), g(x) € T[x], navic g(x) je nenulovy polynom. Potom existuji jediné
polynomy q(x),r(x) € T[x] takové, Ze

f(x) = gx)q(x) + r(x), kde st(r) < st(g), nebo r(x) = 0 (tj. nulovy polynom).

Polynom q(x) nazyvame podil (po déleni polynomu f(x) polynomem g(x)) a polynom r(x) zbytek
(po déleni polynomu f(x) polynomem g(x)).

Dukaz.

Oznaéme f(x) = ¥ a;xt, g(x) = ¥, bixt, kde n = st(f), m = st(g).

Je-lin < m polozime q(x) = 0 (nulovy polynom) ar(x) = f(x).

Je-lin = m, postupujeme indukci dle rozdilu n — m.

Pro n —m = 0 poloiime q(x) = a,b;* a r(x) = f(x) — g(x)q(x). Zfejmé st(r) < st(g), nebo
r(x) = 0 (nulovy polynom).

Predpokladejme nyni (tzv. indukéni predpoklad), Ze uvedené tvrzeni plati pro libovolné dva polynomy,
jejichZ rozdil stupnu je ostfe mensi nez n — m a dokazeme, Ze v tom pripadé tvrzeni plati i polynomy
f(x), g(x), pro které je rozdil stuprid roven n — m.

Poloime q;(x) = a,b;}x™ ™ a f;(x) = f(x) — g(x)q,(x) (vztah oznatime (x)). Polynom f;(x) je
ziejmé bud' nulovy polynom (v tom pfipadé je dlikaz hotovy), nebo st(f;) < n — 1. Z indukéniho
predpokladu aplikovaného na polynomy f;(x) a g(x) dostavame existenci polynoma g, (x),r(x)
takovych, Ze f;(x) = g(x)q,(x) + r(x) (vztah oznadime (*x)), kde st(r) < st(g) nebo r(x) = 0.
Dosazenim vztahu (**) do (*) dostavame f(x) = g(x)(ql(x) + qz(x)) + r(x), kde st(r) < st(g),
nebo r(x) = 0.

Priklad
Necht f(x), g(x) € Zg[x], kde
F(x) =3x7 +4x® + x5+ 3x3 + 2x + 1, g(x) = 4x5 + 3x* + 2x3 + x2.
Naleznéte podil g(x) a zbytek r(x) pfi déleni polynomu f(x) polynomem g(x).
Redeni.
3x7 +4x0 + x5 +3x3 +2x+1 = (4x° +3x* + 2x3 + x)(2x%2 + 2x +4) + 2x* +3x3 + x%2 + 2x + 1),
tedy g(x) = 2x%2 + 2x + 4ar(x) = 2x* + 3x3 + x? + 2x + 1.

Poznadmky
Jestlize ve vété o déleni polynom se zbytkem nastane situace, kdy zbytek r(x) je nulovy polynom,
fikame, Zze g(x) déli (beze zbytku) f(x) a piseme g(x)|f(x). O polynomu g(x) mluvime jako o
déliteli f(x) a o polynomu f (x) mluvime jako o ndsobku g (x). (zcela analogicky jako v Z)
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Jednoduchym (a ¢asto vyuZivanym) disledkem véty o déleni se zbytkem je skutecnost, Zea € T je
kofen polynomu f(x) € T[x], tj. f(a) = 0, pravé kdyz (x — a)|f (x), tj. f(x) = (x — a)q(x).

V této souvislosti poznamenejme, Ze koeficienty polynomu q(x) Ize ziskat z Hornerova schématu.
Napf. pro f(x) € Z,[x], kde f(x) = 3x°® + 6x° + 2x* + x3 + x? + 5x + 3 dostavame

2 3 6 2 1 1 5 3
0 6 3 3 1 4 4
Y 3 5 5 4 2 2 0=£(2)

tedy f(x) = (x + 5)(3x> + 5x* + 5x3 + 4x2 + 2x + 2), tj. (x + 5)|f(x).

Rekneme, e a € T je k(€ N¥) nasobny kofen polynomu f(x) € T[x], jestlize (x — a)k|f(x) a
(x — a)**1 t £(x). NapF. pro polynom z predchozi odrazky dostavame dalsi aplikaci Hornerova
schématu na polynom 3x° + 5x* + 5x3 + 4x%2 + 2x + 2 € Z,[x]

2 3 5 5 4 2 2
0 6 1 5 4
y 3 4 6 2 6

tedy f(x) = (x +5)(3x° + 5x* + 5x3 + 4x%2 + 2x + 2) =
= (x +5)2(3x* + 4x3 + 6x? + 2x + 6), tj. (x + 5)2|f (x).
Dalsi aplikaci Hornerova schématu dostavame

2 3 4 6 2
0 6 6 3
Y 3 3 5 5 2

Odtud f(x) = (x + 5)3(3x3 + 3x2 + 5x + 5) + 2 atedy (x + 5)3 t f(x). Zjistili jsme tak, Ze &islo
2 je dvojnasobny kofen polynomu f (x).

Disledek
Ztejmym dlsledkem vyse uvedené poznamky, resp. véty o déleni polynom se zbytkem, je skutecnost,

Ze kazdy nenulovy polynom f(x) € T[x] stupné n ma v télese T nejvyse n kofend.

Definice - ireducibilni polynom
Necht f(x) € T[x], kde st(f) = 1. Rekneme, Ze f (x) je ireducibilni polynom nad télesem T, jestlize

fG) = A@HE - (st(f) =st(H)V (st(fo) = st()).

(tj. ireducibilni polynom nelze zapsat jako soucin dvou polynom( stupné ostfe mensiho nez st(f))

Ireducibilni polynomy hraji dileZitou roli (analogickou prvoéislim v oboru N*) a proto se nyni sezna-

mime se zdkladnimi poznatky vztahujicimi se k ireducibilnim polynomim nad rliznymi télesy.

Poznamky

Je duleZité si uvédomit, Ze ireducibilita souvisi s télesem, nad kterym uvaZzujeme polynom. Napf.
polynom f(x) = 2x3 + 3x? + x + 4 je ireducibilni nad télesem Z, a neni ireducibilni nad Zs,
nebot f(x) = (x +4)(2x? + 1). Polynom f(x) =x?+ 1 je ireducibilni nad R, ale neni
ireducibilni nad C, nebot f(x) = (x + i)(x — i), ani nad Z,, nebot f(x) = (x + 1)%.
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Tvrzeni

Necht (T, +, -) je téleso. Potom plati:

i) Kazdy polynom stupné 1 je ireducibilni nad T.

ii) Ma-li polynom stupné alespon 2 koren, potom neni ireducibilninad T.

iii) Kazdy polynom stupné 2 nebo 3 je ireducibilni nad T pravé tehdy, jestlize nema koren.

iv) Kazdy polynom f(x) € T[x] stupné alespori 1, lze zapsat ve tvaru f(x) = af;(x) - ...* fr(x), kde
a€T a fi(x),.., fr(x) € T[x] jsou monické ireducibilni polynomy. Tento rozklad je jednoznaény,
pokud nepftihlizime k poradi polynom( v soucinu. (analogie prvociselnych rozklad()

Dukaz.

i) JelikoZ st(fg) = st(f) + st(g) je tvrzeni ziejmé (soucin f g je polynom stupné 1).

ii) Je-li f(a) = 0 A st(f) = 2, dostdvame z vyse uvedenych poznamek f(x) = (x — a)q(x), kde
st(q) =st(f)—1=>1.

i) Stadi si uvédomit, Ze 2=1+1a 3 = 2+ 1, navic jde o jediné moZnosti, jak dana Cisla (stupné
polynom() zapsat ve tvaru souctu dvou nenulovych pfirozenych Cisel (stupnd jednotlivych Cinitell
soucinu). S¢itanec 1 reprezentuje polynom stupné 1, ktery ma zirejmé vidy koren.

Poznamky

Jelikoz (Z,+, *)i(T[x],+, -), kdeT jetéleso, jsou eukleidovské obory integrity, Ize pojmy typické

pro (Z,+, *) jako eukleidovsky obor integrity analogicky zavést i pro (T[x], +, ).

Jde o nasledujici pojmy:

- ireducibilni polynomy nad T (analogie prvocisel), rozklad polynomu na soucin ireducibilnich
polynomt (analogie kanonickych rozkladd),

- délitel polynomu (polynom, ktery déli dany polynom beze zbytku), spolecny délitel polynom{
(polynom délici beze zbytku kaZzdy z uvazovanych polynom(), NSD ... nejvétsi spolecny délitel
polynom( (= spolecny délitel uvazovanych polynomu, ktery je nejvétsiho stupné a navic
monicky), nesoudélnost polynomu (nejvétsi spolecny délitel ma stupeni 0),

- spolecny nasobek polynoml (= nenulovy polynom, ktery je délitelny beze zbytku kazdym
z uvazovanych polynomu), NSN ... nejmensi spole¢ny nasobek polynom (= spole¢ny nasobek
uvazovanych polynomd, ktery je nejmensiho stupné a navic monicky).

Analogicky se vyuZiva véta o déleni se zbytkem i Eukleiddv algoritmus (aplikované na polynomy)

pro nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele, resp. nejmensiho spole¢ného nasobku.

V souvislosti s pojmy NSD, NSN poznamenejme, Ze vzhledem k tomu, Ze T je téleso, plati

gIfx) » k-gx)|f(x), kde k € T — {0}. Z tohoto divodu by NSD(f, g), resp. NSN(f, g)

nebyly uréeny jednoznacné a jsou proto definovany jako monické polynomy.

P¥iklad
Uvazujme polynomy f(x), g(x) € Zs[x], kde
fl)=2x*+2x3+4x2+3x+4,g(x) =3x* +x3+4x? +x+1.

Spoctéte NSD(f(x),g(x)) a) pomoci Eukleidova algoritmu, b) pomoci rozkladu na ireducibilni
polynomy.
ad a) Aplikaci Euklieidova algoritmu (v télese Zg) dostavame:

f(x)=4-g(x)+ (3x3+ 3x% + 4x),

gx) = (x+1)Bx3+3x% +4x) + 2x2 + 2x + 1),

(3x3 +3x2 +4x) = (4x)(2x% + 2x + 1).
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Tedy NSD(f,g) = x% + x + 3 (tj. aZ na pFipadnou multiplikativni konstantu jde o posledni od nuly
razny zbytek v Eukleidové algoritmu).

ad b) RozlozZit polynomy na ireducibilni polynomy je obecné sloZité, nicméné v tomto pripadé
vystacime se znalosti kofen( (postupné a opakované dosazujeme prvky télesa Zs; pro vypocet hodnoty
polynomu vyuzijeme Hornerovo schéma). Postupujeme nasledné:

1 2 2 4 3 4
0 2 4 3 1
D 2 3 1 0=7f(1)
Odtud f(x) = (x + 4)(2x3 + 4x% + 3x + 1)
1 2 4 3
» 2 1 4
Odtud f(x) = (x + 4)?2(2x® + x + 4)
3 2 1 4
1
D 2 2 0
Odtud f(x) = (x + 4)?(x + 2)(2x + 2) = 2(x + 4)*(x + 2)(x + 1).
Analogicky postupujeme i v pfipadé polynomu g(x). Dostavame:
1 3 1 4 1 1
4 3 4
D 3 4 3 0=g9(1)

Odtud g(x) = (x + 4)(3x3 + 4x? + 3x + 4)

2 3 4 3 4

3 3 0 3 0
Odtud g(x) = (x + 4)(x + 3)(3x? + 3)

2 3 0 3

y 3 1

Odtud g(x) = (x + 4)(x + 3)?(Bx + 1) = 3(x + 4)(x + 3)?(x + 2).
Rozklady na ireducibilni polynomy jsou

f)=2x+Dx+2)(x+4)?%g(x) =30 +2)(x+3)%(x+4)
aproto NSD(f(x), g(x)) = (x + 2)(x + 4) = x? + x + 3.

Tvrzeni — Zakladni véta algebry
Necht f(x) € C[x],st(f) = n = 1. Potom f(x) ma v télese C alespoii jeden kofen.
(Dukaz presahuje ramec téchto skript.)
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Dusledky
Bezprostfednim dlsledkem Zéakladni véty algebry je skuteénost, ze f(x) € Clx],st(f) =n=>1
ma v oboru komplexnich Cisel pravé n korend pocitano véetné jejich nasobnosti.
Necht f(x) € R[x], potom plati:
- Je-li f(x) lichého stupné, potom ma alespori jeden redlny kofen.
- Je-lic € C koten polynomu f(x), potom i € je kofenem. (C je Cislo komplexné sdruzené k c)

Necht f(x) € R[x]. Ukazte, Ze plati f(¢) = f(c).

Poznadmky

V souvislosti se Zakladni vétou algebry vyvstava otazka, jak urcit kofeny polynomu pouze na
zakladé znalosti jeho koeficientl a s vyuZitim zakladnich algebraickych operaci, tj. s¢itani, odcitani,
nasobeni, déleni a n-té odmocniny (tzv. fesitelnost polynoma v radikalech). Dlouho byly zndmé
vztahy pro nalezeni kofenl polynom( stupné 2, 3 a 4. Matematici proto vyvijeli znacné usili, aby
nalezli obdobné vztahy i pro polynomy stupné 5 a vyssi, nicméné nelspésné. Teprve norsky
matematik N. H. Abel ukazal (pfesahuje ramec téchto skript), Ze takové vzorce neexistuiji, tj.
polynomy stupné 5 a vyssi nejsou fesitelné v radikalech.

Dnes se prakticky vyuZivd pouze obecné znamy vzorec pro feSeni kvadratickych rovnic, ostatni
pfipady se fesi numericky.

Tvrzeni - ireducibilita nad R, C
a) Jediné ireducibilni polynomy nad C jsou pravé vsechny polynomy 1. stupné. Kazdy polynom

f(x) € C[x] Ize proto rozlozit jedinym zplsobem na soucin

fO) =alx—r)M .. (x —1)",

kdea,ry,..,7x €C, Vi# jr; #71ja Yk n=n
b) Jediné ireducibilni polynomy nad R jsou pravé vSechny polynomy 1. stupné a vsechny polynomy

2. stupné (tj. ax? + bx + c) se zdpornym diskriminantem (tj. b2 — 4ac < 0). KaZdy polynom

f(x) € R[x] Ize proto rozloZit jedinym zpUsobem na soucin

f)=alx—r)M- .- (x =)™ (% +prx +q)™ - s (FF +pix +q)™,
kdea, 7y, ..., T, D1y s P G1s - 1 ER, Vi# j(r; £15) A ((pi,qi) * (pj,qj)),
Vi(pf —4q; <0), T+ 2% m; =n.

Dukaz.
a) Bezprostiedni dUsledek Zakladni véty algebry, dale tvrzeni, Ze r; je kofenem f(x) pravé kdyz
(x — r)|f (x) a skuteénosti, Ze polynomy 1. stupné jsou vzdy ireducibilni.
b) JelikoZz R[x] < C[x], |ze kazdé f(x) € R[x] rozloZit v C na soucin uvedeny v ¢asti a), tj. monickych
polynomd 1. stupné. Vzhledem k tomu, Ze f(¢) = m, musi platit — je-li r; kofen, potom i 7; je kofen.
Komplexni kofeny majici nenulovou imaginarni ¢ast, se tudiz vyskytuji v paru jako komplexné sdruzena
¢isla a proto plati (x — r;)(x —7;) = x% + p;x + q;, kde p;, q; € R Ap? — 4q; < 0.

Tvrzeni — existencni véta pro ireducibilni polynomy nad Z,,
Necht p je prvoéislo,n € N*. Potom existuje polynom stupné n ireducibilni nad Zy.

Zcela analogicky, jako jsme v eukleidovském oboru integrity Z nadefinovali relaci ,byti kongruentni
modulo m*“, umoznuje véta o déleni polynomil se zbytkem nadefinovat na eukleidovském oboru
integrity T[x] relaci , byti kongruentni modulo g (x)“.
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Definice — byti kongruentni modulo q(x)
Rekneme, Ze polynomy f(x), g(x) € T[x], kde (T, +, *) je téleso, jsou kongruentni modulo
q(x) € T[x], jestlize oba polynomy dévaji pti déleni polynomem g (x) stejny zbytek.

Poznamky
Skutecnost, Zze polynomy f(x),g(x) jsou kongruentni modulo q(x), vyjadfujeme nékterym
z nasledujicich zapisu:
f@) = g@) (mod q()), () = g(x) (4(), resp. f(x) Zqx) 9.

V opaéném pfipadé, tj. kdy polynomy f(x), g(x) nemaji po vydéleni q(x) stejny zbytek, piSeme
f(x) # gx) (mod q(x)) a fikdme, Ze uvedené polynomy nejsou kongruentni modulo q(x).
Dale budeme pouzivat zapis f(x) = (g(x) mod q(x)), kterym vyjadfime skutecnost, Zze polynom
f(x) je roven zbytku pti déleni polynomu g(x) modulem q(x).
Snadno ovéfime, Ze napf. pro polynomy f(x), g(x), q(x) € Zs[x], kde

() =4x5+2x3 +x2+3x+1, g(x) =4x° +4x5 +2x* + 1, q(x) = 2x3 +3x + 4,
plati f(x) = g(x) (mod q(x)), resp. (3x% + 4x + 4) = g(x) (mod q(x))

Tvrzeni

Necht g(x) € T[x]. Potom relace byti kongruentni modulo q(x) je ekvivalence na eukleidovském
oboru integrity (T[x],+, *).

Dlkaz — cviceni pro Ctenare.

Poznamka
Ekvivalence byti kongruentni modulo g(x) definuje rozklad mnoziny T[x], ktery zna¢ime T[x]/q(x).

Jako reprezentanty jednotlivych tfid ekvivalence bereme pravé vsechny zbytky po déleni polynomem

aatedy "/ )= (FG0 € Tl [st() < st@).

Nyni, analogicky jako v pfipadé relace byti kongruentni modulo m, nedefinujeme na mnoziné

T[x]/q(x) binarni operace scitani a nasobeni modulo g(x) nasledovné.

Je-li f(x),g(x) € T[x]/q(x), potom:

- fO)+9() = (f(x) + g(x) mod q(x)),
kde + na levé strané rovnosti je scitani v T[x]/q(x) a + na pravé strané je scitani v T[x].
Vzhledem k tomu, Ze st(f + g) < max{st(f),st(g)} < st(q) jsou obé operace totozné.

- [ g() = (f(x) - g(x) mod q(x)),
kde - na levé strané rovnosti je nasobeni v T[x]/q(x)’ kdeZto - na pravé strané je ,obycejné”
nasobeni polynomd v T[x].
(tj. provedeme soucin f(x) - g(x) v T[x] a jako soutin v T[x]/q(x) uvedeme zbytek po déleni

soucinu f(x) - g(x) polynomem q(x))
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Pfiklad

Necht f(x),g(x) € Z7 kde f(x) =3x3 +6x2+5x+2,g(x) =4x%+5

[x]/
(5x%* 4+ 2x3 + 4x + 2)
potom dostavame:

f(x) + g(x) = 3x3 + 3x% + 5x, fX)g(x) =x3+6x2+4x+4

Tvrzeni - podilové téleso eukleidovského oboru integrity
Necht (T, +, -) je téleso, q(x) € T[x] je polynom ireducibilni nad T. Potom (T[x]/q(x),+, ) je

téleso.

Poznamky
Téleso (T[x]/q(x)’+’ ) z vySe uvedeného tvrzeni nazyvame podilové téleso eukleidovského
oboru integrity (T[x], +, - ).
Téleso komplexnich Cisel Ize zavést jako podilové téleso R[x]/(xz +1) jehoz prvky tvofi polynomy

stupné nejvyse 1 (tj. polynomy ax + b, kde a, b € R).

Operace s¢itani: (a1x + by) + (azx + by) = (a1 + ay)x + (b + by)
Operace néasobeni: (a1x + by) - (ayx + by) = (a1b, + ayby)x + (b1b, — aia,)
Specialné tedy x2 = —1 ( = zbytek po déleni polynomu x? polynomem x? + 1).

Vidime tedy, Ze pokud nahradime symbol x symbolem i, dostdvdme vSeobecné znamy algebraicky
zapis komplexnich Cisel a standardni operace scitani a ndsobeni komplexnich Cisel.

Disledek

Z vy3e uvedeného tvrzeni a existencni véty pro ireducibilni polynomy nad Z,, plyne, Ze pro libovolné

n € NT a libovolné prvoéislo p existuje ireducibilni polynom q(x) € Zy [x] stupné n a tedy
Z,x

( ol ]/q(x) ,+, ) je téleso. Toto téleso ma charakteristiku p a celkem p™ prvkd (polynomd ze Z, [x]

stupné ostfe mensiho nez n).

Definice - Galoisovo téleso

Z
Téleso ( p[x]/q(x) o ), kde st(q) = n nazyvame Galoisovo téleso a znacime GF(p™).

Poznamka
ZdUraznéme, Ze Galoisovo téleso je nezavislé na volbé ireducibilniho polynomu, ale pouze na jeho
stupni, tj. kazdy polynom g (x) stupné n ireducibilni nad Z,, vede ke stejnému (izomorfnimu) GF (p™).

Tvrzeni
Kazdé konecné téleso je izomorfni s Galoisovym télesem GF(p™) pro vhodné prvocislo p a kladné
pfirozené Cislo n.

Dusledek
Téleso (Zp [x],+, - )je prvotéleso télesa GF (p™) pro libovolnén € N1, tj. (Zp [x],+, - )je prvotéleso
libovolného télesa charakteristiky p.
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Poznamka
Nasledujici obsahuje ukazky Galoisovych téles GF (p™) pro vybrané hodnoty p a n.

z z
cr@ ="M/ ity cr@) ="M/ i
_ Zy[x] _ Zylx]
GF(2") = 2x/(x4+x+1)’ GF(2°) = 2x/(x5+x2+1)'
A Z
k@ =5 iy 6r@) =5 iy
GF(5%) = %5 ["]/(x2 fxaly GF(5%) = s [x]/(x3 L 2x 1)
Poznamka

Pripomenme, Ze mnoZina viech nenulovych prvki kazdého télesa tvori multiplikativni grupu. V pripadé
konecnych téles GF(p™) je prislusnd multiplikativni grupa cyklicka (tedy existuje jeji generdtor) a
budeme ji znacit GF*(p™). (Je multiplikativni grupa téles Q, R, C cyklicka? Proc?)

Definice — primitivni kofen/prvek
Primitivnim kofenem télesa GF (p™) nazyvame generator jeho cyklické multiplikativni grupy GF*(p™).

Definice — diskrétni exponenciala
Necht a je primitivni kofen télesa GF(p™). Potom funkci exp,:{0,1,..,p" —2} - GF*(p™)

k nazyvame diskrétni exponencialni funkci se zakladem a.

definovanou vztahem exp, (k) = a
Poznamky
Vzhledem k cykli¢nosti multiplikativni grupy GF*(p™), kterd ma p™ — 1 prvkd, skutecné postacuje
mnozina {0,1, ...,p™ — 2} jako defini¢ni obor funkce exp,.
Funkce exp, je zfejmé vzdjemné jednoznaéné zobrazeni mnoziny {0,1,...,p™ — 2} na mnozinu
GF*(p™) a tedy existuje k nému inverzni zobrazeni (viz nasledujici definice).

Definice — diskrétni logaritmus/index funkce
Necht a je primitivni kofen télesa GF (p™). Potom inverzni funkci k diskrétni exponenciale se zakladem
a oznacujeme ind, a nazyvame diskrétnim logaritmem, resp. index funkci o zdkladu a.

Poznamky

Diskrétni logaritmus/index funkci Ize vyuZit pro snadné nasobeni a déleni v GF (p™). Plati totiz:
ind, (xy) = indy (x) + ind, (y) (mod (p™ — 1)),
ind, (xy™1) = ind, (x) — ind,(y) (mod (p™ — 1)),
indg (x*) = k - indy(x) (mod (p™ — 1)).

Definice — Zech/Jacobi logaritmus

Necht a je primitivni kofen télesa GF (p™). Potom Zech, resp. Jacobiho logaritmem o zakladu a nazy-
vame funkci Zy: {1, ...,p" — 1} = {0,...,p™ — 2} takovou, 7e a%() = 1 + ¥ ajestlize 1 + a® = 0,
potom definujeme Z, (k) = 0.
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Poznamka
Zech logaritmus Ize vyuZit pfi scitani v GF (p™), nebot plati (@ oznacuje primitivni kofen):

Jellii > j,potom al + @/ = a/(ai™ + 1) = af - @%l=D) = gi+2Zli=D),

Pfiklad - téleso GF(23)
Polynom f(x) = x3 + x + 1 je zfejmé& ireducibilni nad Z,. Ozna¢ime-li symbolem a kofen polynomu
fQ),ti.a®+a+1=0(zfejmé a & Z,), potom GF(23) = {c,a® + cia + ¢ylcg, €1, C5 € Z3}.
Prvek a je primitivni kofen GF(23) a tedy je generatorem cyklické grupy GF (23)* majici fad 7 a tudiz
véechny nenulové prvky télesa GF (23) Ize vyjadfit jako mocniny a. Vzhledem k tomu, Ze
ad=a+lat=a’+aa’=a’+a+1,a®=a’*+1,a’ =1,

dostavame GF(23) = {0, a, a?, a3, a*, a®,a® 1(= a”)}.
Nyni je evidentné snadné provadét v télese GF(23) = {0,a, a?, a3, a* a> a® 1(= a’)} nasoben i
déleni prvka (vyuzivame vlastnosti diskrétni exponencidly a a” = 1).
S vyuZitim Zech logaritmu je snadné provadét scitani. Plati

Z,(1)=3,2,2)=6,Z,3)=1,Z,(4) =5,Z,(5) =4,Z,(6) =2,Z,(7) =0

a tedy napf.

5 9 _ 2

6 =% = q?.

a’+ab=a?-a%D=g2.05=a"=1, a4+ a’=a3 %3 =3¢
Poznamka
Téleso GF(23) Ize zkonstruovat i pomoci polynomu g(x) = x3 + x2? + 1, ktery je ireducibilni nad Z,.
Oznacime-li symbolem f kofen polynomu g(x), tj. ﬁ’3 + ﬁz + 1 = 0, dostavame
BP=B*+1,B*=p*+B+ 1, =B +1,B°=B*+B,8" =1

V tomto pfipadé dostdvame nasledujici hodnoty Zech logaritmu

Zﬁ(l) = 5,Zﬁ(2) = 3,Zﬁ(3) = 2,Zﬁ(4) = 6,Zﬁ(5) = 1,23(6) = 4,23(7) =0
a tedy napf.

BZ +ﬂ6 — 52 -ﬂzﬁ(6_2) — ,82 ',86 — ,88 — ,8: ,83 +,85 — ,83 -'BZB(S_3) — ,83 'ﬂ3 — ,86.

Poznamenejme viak, 7e obé takto zkonstruovand télesa GF (23) jsou izomorfni.
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Prehled znaceni

A .. logicka spojka ,a“ (konjunkce, and)
\% .. logicka spojka ,nebo” (disjunkce, or)
D .. logicka spojka ,vylu€ujici nebo” (or exclusive, xor)
- .. implikace (jestlize)
o .. ekvivalence (pravé kdyz)
,resp. 4 ... Negace
.. zkratka za slovni spojeni takov(y/a/é), ze ...

N .. mnozina pfirozenych cisel 0,1,2, ...
N7 ... mnoZzina kladnych pfirozenych Cisel
Z .. mnoZina celych cisel
Zm ... UpInd soustava zbytk( modulom € N*
Q .. mnoZzina racionalnich Cisel
R .. mnoZina realnych Cisel
C .. mnozina komplexnich &isel
{a, ..., a,} ... neusporddana n-tice, tj. mnozina skladajici se z prvkl aq, ..., a,
(ag, ,ay) ... uspofadana n-tice
{alV(a)} ... mnoZina prvka s vlastnosti V
ANB ... priinik mnozin A, B
AUB ... sjednoceni mnozin A, B
A—B ... rozdil mnoZin A, B
A ... dopIlnék mnoziny A
AXB ... kartézsky soucin mnozin A, B
P(4) ... potencéni mnozina (systém vsech podmnoZin mnoZiny A)
|A] ... pocet prvkd (mohutnost, kardinalita) mnoZiny A
Sn ... mnoZina vSech permutaci fadu n (symetricka grupa)
GF(p™) ... Galoisovo téleso (n € N*,p prvocislo)
= ... relace byti kongruentni (modulo m)

| ... relace byti délitelem
SLe ... relace lexikografického usporadani
f(a) ... hodnota funkce f v bodé a
{a,}meo, resp. (ay)meo - Ciselnd posloupnost
[x] ... horni celd ¢é3st Cisla x
[x] ... dolni celd ¢ast ¢isla x
{x} ... lomena ¢ast x
In x ... pfirozeny logaritmus Cisla x
NSD( ) ... nejvétsi spolec¢ny délitel ¢isel, polynoma
NSN( ) ... nejmensi spoleény nasobek Cisel, polynoma
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Tabulka prvocisel (menSich nez 3 650)

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29
31 37 41 43 47 53 59 61 67 71
73 79 83 89 97 101 103 107 109 113
127 131 137 139 149 151 157 163 167 173
179 181 191 193 197 199 211 223 227 229
233 239 241 251 257 263 269 271 277 281
283 293 307 311 313 317 331 337 347 349
353 359 367 373 379 383 389 397 401 409
419 421 431 433 439 443 449 457 461 463
467 479 487 491 499 503 509 521 523 541
547 557 563 569 571 577 587 593 599 601
607 613 617 619 631 641 643 647 653 659
661 673 677 683 691 701 709 719 727 733
739 743 751 757 761 769 773 787 797 809
811 821 823 827 829 839 853 857 859 863
877 881 883 887 907 911 919 929 937 941
947 953 967 971 977 983 991 997 1009 1013

1019 1021 1031 1033 1039 1049 1051 1061 1063 1069
1087 1091 1093 1097 1103 1109 1117 1123 1129 1151
1153 1163 1171 1181 1187 1193 1201 1213 1217 1223
1229 1231 1237 1249 1259 1277 1279 1283 1289 1291
1297 1301 1303 1307 1319 1321 1327 1361 1367 1373
1381 1399 1409 1423 1427 1429 1433 1439 1447 1451
1453 1459 1471 1481 1483 1487 1489 1493 1499 1511
1523 1531 1543 1549 1553 1559 1567 1571 1579 1583
1597 1601 1607 1609 1613 1619 1621 1627 1637 1657
1663 1667 1669 1693 1697 1699 1709 1721 1723 1733
1741 1747 1753 1759 1777 1783 1787 1789 1801 1811
1823 1831 1847 1861 1867 1871 1873 1877 1879 1889
1901 1907 1913 1931 1933 1949 1951 1973 1979 1987
1993 1997 1999 2003 2011 2017 2027 2029 2039 2053
2063 2069 2081 2083 2087 2089 2099 2111 2113 2129
2131 2137 2141 2143 2153 2161 2179 2203 2207 2213
2221 2237 2239 2243 2251 2267 2269 2273 2281 2287
2293 2297 2309 2311 2333 2339 2341 2347 2351 2357
2371 2377 2381 2383 2389 2393 2399 2411 2417 2423
2437 2441 2447 2459 2467 2473 2477 2503 2521 2531
2539 2543 2549 2551 2557 2579 2591 2593 2609 2617
2621 2633 2647 2657 2659 2663 2671 2677 2683 2687
2689 2693 2699 2707 2711 2713 2719 2729 2731 2741
2749 2753 2767 2777 2789 2791 2797 2801 2803 2819
2833 2837 2843 2851 2857 2861 2879 2887 2897 2903
2909 2917 2927 2939 2953 2957 2963 2969 2971 2999
3001 3011 3019 3023 3037 3041 3049 3061 3067 3079
3083 3089 3109 3119 3121 3137 3163 3167 3169 3181
3187 3191 3203 3209 3217 3221 3229 3251 3253 3257
3259 3271 3299 3301 3307 3313 3319 3323 3329 3331
3343 3347 3359 3361 3371 3373 3389 3391 3407 3413
3433 3449 3457 3461 3463 3467 3469 3491 3499 3511
3517 3527 3529 3533 3539 3541 3547 3557 3559 3571
3581 3583 3593 3607 3613 3617 3623 3631 3637 3643
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